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定义 ”1. 抛物 线 是 到 一 定点 (5) 的 臣 离 等 于 到 一 定 直 线 
(XM ) 的 星 离 (PNM) 的 点 (P) 的 轨迹 ， 
(SP = PM). 
2. 定点 ( 3) 叫做 热点 . 
3. 定 直线 (XM ) 叫 做 准 线 . 


定 光 ”一 条 曲线 被 称 为 关 手 一 条 直线 对 称 , 如 果 对 应 于 曲 
线 上 的 任 一 点 ,总 存在 这 曲线 上 另外 一 点 ,使 这 两 点 位 于 直线 异 
例 , 并 且 连 结 它们 的 艾 被 这 直线 垂直 平分 ， 
定义 ”上 面 这 条 直线 叫做 曲线 的 轴 ， 
[1] 定 疼 ”曲线 与 它 的 轴 的 交点 叫做 顶点 . 
课题 1 
作 抛 物 线 上 的 点 ,并 且 证 明 过 焦点 所 作 准 线 的 垂 线 是 抛物 
线 的 对 称 轴 ， 
[ 解 】 [如 图 1-1,] 设 $ 是 焦点 ,MXW' 是 准 线 .过 S 作 直 
线 SX 垂直 于 准 线 , 并 将 垂 线 沿 XS 方向 延长 ， 
[2] 平分 SX 于 点 4 .那么 由 于 SA = AX, A 是 抛物 线 上 一 点 . 
在 线段 XS ek XS 的 延长 线 上 和 任 取 一 点 mw; 过 上 作 直 线 
PNP ET XN: S AEC. XN 为 半径 作 圆 ,5 如果 能 ) 5 
PNP' 相交 , 设 交点 为 P 和 P'; 作 PM, PM SEE TERR SZ m 
于 
SP = NX = PM, 
所 以 P 是 抛物 线 上 的 一 个 点 . 


由 于 
NP= NP'’, (Ew. M. 3.) 
PP' 总 是 被 XS 垂直 平分 ,因而 曲线 关于 XS 对 称 . 
[下 面 考 虚 作 图 过 程 中 欧 圆 与 直线 在 什么 场合 相交 ,什么 场 
合 不 相交 . ] 
(1) ÆN 55S 1E A 点 同 侧 , 则 SN 小 于 NX ,因而 圆 与 直线 
PNP' 相交. 


Q WA. 括号 中 的 “Euc . M 3." 表 示 论 证 理由 见 欧 儿 里 得 4 几何 
原本 ?第 3 卷 问题 3, 其 余 类 推 ， 
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(2) 4i N SS 在 4 ARN MASER PAP 无 公共 点 . 

所 以 ,抛物 线 无 限 伸 展 ,但 是 整个 抛物 线 都 在 过 4 HÆ 
TAS 的 直线 的 一 筒 . 
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定义 ”通过 焦点 垂直 于 准 线 的 直线 (3SXY) 叫 佑 抛物 线 的 轴 . 

定义 ” 热 物 线 的 轴 与 曲线 的 交点 (4) 叫 做 抛物 线 的 顶点 ， 

定义 ”抛物 线 上 一 点 (P) 到 轴 的 垂直 线段 (PN) 叫 做 这 个 
点 的 纵 标 北 . 

定义 ” 轴 在 顶点 和 缴 标 线 之 间 的 部 分 (AN) 叫 做 机 标 线 . 

EX MPRE RDR AER SP) i T5. 

[EX GB ERROR SEULS iR] 03] 


命题 2 


荐 [抛物 钱 的 ] 弦 PP"[ 延 长 后 ] 交 准 线 于 K , 则 SK 平分 SP 
5 SP' X: fai ^ fa. 


[4] 


[证 明 ] 连结 SP ,SP 
作 PM ,P'M'IEÉLTIEZR JER REI PS flip. 
那么 由 相似 三 角形 PKM , P'KM' 得 到 
PK: P'K = PM: P'M' = SP:SP', 
SK FRL P'Sp.  (Euc. IV. A.) 


命题 3 
车 PN 为 抛物 线 上 一 点 了 的 纵 标 线 , 则 
PN? 2 AAS- AN. 
h o 
M i M 
X, A S Xj AV S 
图 1-3 


[证 明 ] 连结 SP , 作 PM 垂直 于 准 线 .那么 
NX? = (XA + ANY 
= XA? + AN? 4 2XA- AN. (Euc. [. 4.) 
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= AS? + AN? + 2AS- AN 
z(AS-ANY «2AS*AN * 2AS* AN. (Eue. Il. 7.) 
= SN? +4AS'AN. 
但 是 
NX? = PM?’ = 5P? = PN? SN), 
PN? + SN? = SN?  AAS* AN; 
A PN? zAAS* AN. 
DEX 设 P 和 P' 是 抛物 线 上 互相 对 称 的 两 点 ,那么 线段 
PP 叫做 抛物 线 的 一 条 双 圾 标 线 .] 
EX  GEDPREREREDOUM Pp£E CLL' PURER Z. 


命题 4 


EAZ LL' 2 4AS. 


Æ 1-4 


[证 明 ] … SL/-4AS-AS, (命题 3) 
SL -2AS; 


le) 


问 题 


[以 下 车 无 特别 说 明 , S 总 是 表示 焦点 ,4 总 是 表示 顶点 .各 题 中 未 说 
明 意 义 的 字母 可 参考 相应 命题 的 图 形 . ] 
课题 1 
1. 利用 欧 儿 里 得 (几何 原本 }》 第 1 GAA 23 作 点 ,从 而 画 出 抛物 线 ， 
2. 设 PP' ,00' 是 扫 物 线 的 双 纵 标 线 .求证 : PO, P"9' 相 交 于 轴 上 局 
一 点 ， 
3. [如 图 1-1,] 若 SW 与 过 4 点 平行 于 准 线 的 直线 相交 于 ,求证 ， 
SM 被 了 点 平分 ， 
4. MEH: PY 垂直 于 5M ,并 有 旦 平 分 SPM. 
5. fF SZ 垂直 于 SP, ZRT Z .求证 : PZ 平分 一 SP . 
6、 设 抛物 线 的 两 条 焦点 弦 相 等 ,那么 连结 它们 中 点 的 直线 垂直 于 


7. 设 动 图 与 一 条 已 知 直线 相 切 ,并且 通 过 一 个 已 知 点 , 求 圆心 的 轨 


s REJAS- ENR- EERE AD , 求 动 加 图 心 的 轨迹 . 
9、 平 行 于 轴 的 直线 .与 扫 物 线 只 有 一 个 公共 点 . 
命题 2 

|. 设 Pp 是 抛物 线 的 一 条 焦点 弦 , 只 是 曲线 上 另外 一 点 . 若 po ,pO 
分 别 交 准 线 于 天 AK MKK ERA. 

2. E PO ,pq ARAR ORE: Pp 55 Qa 的 交点 在 准 线 上 ,Pg 与 p0 的 
交点 也 在 准 线 上 . 

3， 设 上 题 中 与 准 线 的 交点 为 天 和 外 ' MKK SERI. 

4， 利 用 命题 2, 通 过 将 A 点 与 准 线 上 不 同 点 相连 , 画 抛 物 线 . 

5. 设 P 是 抛物 线 上 任 一 点 ,车 PA 延长 后 交 淮 线 于 天, 刚 一 HSK& 为 
直角 . 

6. 已 知 抛物 线 及 其 焦点 , 求 准 线 . 

7. 设 PQ 是 抛物 线 的 双 纵 标 线 , PX 交 曲 线 于 [其 中 六 是 轴 与 准 线 
的 变 点 ] .求证 : Po 通过 想 点 . 
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命题 3 
1. 设 PP' 是 御 物 线 的 一 条 双 维 标 线 , 若 三 角形 PAP' 的 外 接 男 与 轴 再 
相交 于 点 & ,证 明 NQ 为 定 长 ,并 求 其 长 度 . 
2， 设 PNWP' 是 抛物 线 的 一 条 双 纵 标 线 . 又 设 8 为 扫 物 线 上 另 一 点 ,过 
© 作 两 条 直线 ,一 条 通过 顶点 , 另 一 条 平行 于 轴 , 分 别 交 PPUELILGR 
证 :AL NE = PN*. 


命题 4 
1. 在 抛物 线 中 , 作 一 条 双 纵 标 线 PP' ,使 它 是 正 焦 弦 的 2 代 . 
2. [如 图 1 ~4,] 三 角形 以 的 外 搂 国 半 径 等 于 正 焦 总 长 的 羡 . 【7] 


X E PP' 是 一 条 曲线 的 弦 . 若 P' 点 向 P 移动 , 则 当 P 
5 PEAH, PP' 的 极限 位 置 叫做 P 点 处 的 切线 . 


命题 5 


设 [抛物 线 ] 在 点 P 的 切线 交 准 线 于 2Z. 那 么 一 PSZ 是 直 
角 , 并 且 P 点 处 的 切线 平分 由 焦 半径 SP RISEBCTOE IBS 3 5S 
PM 所 成 的 角 ; 项 点 处 的 切线 与 轴 相 交 成 直角 
[证 明 ] 设 在 命题 2 的 图 中 , 弦 PPK 的 点 P[ 沿 曲线 ] 移 动 到 
P ,使 弦 变 成 切线 PZ[ 图 1 75a J. EA ETRIB (ERE E, SK 与 SZ 重合 ， 
SP'5j SP EA, HHZ P'Sp 成 为 一 直角 ;但 是 人 P'SK 总 是 等 于 P'sp 
的 一 半 { 命 题 罗 , 所 以 人 PSZ 是 二 直角 的 一 半 , 即 P52 为 直角 . ts) 
作 PM 垂直 于 准 线 , 则 
PM? + MZ? = PZ? (Euc. ll. 47.) 
= SP2+SZ2， 
PM =SP，… MZ?-SZ2?, 
MZ = $Z; 
在 三 角形 ZPM , ZPS 中 ,PM ,MZ 分 别 等 于 PS,52 ,而 PZ 
是 公共 边 , 所 以 
MPZ = SPZ. (Euc. I. 8.) 


H1-5c 


Zu P ERSA 处 [如 图 1- Se]j, 则 一 SPH 等 于 二 直角 ， 
DS fj ^3 3-58 7 SAX. 重合 .顶点 处 的 切线 平分 这 个 角 , 因 而 与 轴 
成 直角 . 
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利用 描 物 线 的 定义 证 明 : 平 分 SPY 的 直线 与 抛物 线 不 可 能 有 第 二 
个 公共 点 . 


补充 笑 习 问题 见 第 10 页 . [9] 
命题 6 
[抛物 线 ] 态 点 蓄 两 端的 切线 相交 成 直 解 ,县 交点 在 准 线 .上 . 
M P 
z 
m P 
B 1-6 


[UER] 设 Psp ERRARE 1 - 6], 并 设 P 点 的 
切线 交 淮 线 于 Z. 
连结 ZS, 2p, 并 作 PM , pm 垂直 于 准 线 .那么 [19] 
PZ 是 P 点 处 的 切线 ， 
SZ 与 PSp 成 直角 ; (ME 5) 
pZ 是 p 点 处 的 切线 . 


- 


RR ASPZ ^4MPZ, (Euc. I. 4.) 
SZP= LPZM; 
SZP EZ SZM 的 一 半 . 
类 似 地 ,一 SZp 是 人 SZm 的 一 半 . 
ZPZp EZ SZM 5 Z SZm 之 和 的 一 半 , 即 二 直角 的 


一 半 . 
Z PZp 为 直 东 
问 题 
命题 5 
L [求证 ;抛物线 在 ] 正 焦 强 两 端的 切线 交 淮 线 于 点 X.[uk E ox Rd 
与 准 线 的 交点 .] 


2， 若 在 [抛物 线 上 一 ] 点 P 处 的 切线 上 任 取 点 0, 则 OM = OS. 

3. EMUORÍIEH P.P'SBIERAT A O.H PM.P'M' SERIEM P, 
P BERKER, I OM OS, OM" BARS. 

Hi JC Fh o 作 两 条 切线 的 画 法 . 

4. 若 00 ,00' 是 抛物 线 的 两 条 切线 [0 和 Q' UL], V 是 00: 的 中 
点 , 则 OF 平行 于 轴 ， 

5， 因 此 ,[ 利 用 上 题 结 果 , ] 已 知 抛物 线 的 两 条 切线 和 它们 的 切 点 , 求 
焦点 . 

6. 如果 [抛物 线 在 其 ] 点 P 的 切线 与 正 焦 弦 的 延长 线 相 交 于 下 ,与 淮 
线 相交 于 2 ,那么 SK = 52. | 

命题 6 

L ERAR PP 两 端的 切线 交 于 Z.H PM.P,M, REESE BS S 
线 , 求 证 : MM; 被 Z 点 平分 ,由 此 证 明 , 以 PP 为 直径 的 圆 与 准 线 相 切 于 
Z. 

2. W PSO 是 一 条 焦点 弦 . QC 垂直 于 Q 点 的 切线 , 交 轴 于 CL OZ 徘 
EFP 点 的 切线 .求证 :2 EERE. 

3. 一 条 焦点 苑 两 端的 切线 在 正 焦 强 上 截 得 等 长 的 截 距 ， 


定义 ”在 曲线 上 任 一 点 所 作 季 直 于 该 点 处 切线 的 直线 叫 朴 


NENNEN 
法 线 . 
命题 7 


如 果 [ 抛 物 线 在 其 ] 点 P 处 的 切线 、 法 线 分 别 交 灿 于 了 和 
C ,那么 SG = SP = ST. 


图 工 -7 


[EA] 作 PM 垂直 于 准 线 , 则 
ZSTP = /MPT (Eu. I. 29.) 
= Z SPT, (Grill 5) 
SP = S7， 
XB 7 TPC 是 直角 ,所 以 圆心 为 $、 半径 为 SP 或 5T 的 
圆通 过 CCEue ll. 31.); 
SC = SP = ST. 


问 m 


1. 证 明 SM 和 PT 互相 垂直 平分 [如 图 1- 了 7]. 

2. Æ T R AX 的 中 点 , 则 v d AS 的 中 点 [其 中 4 REM MER STR S, 
下 是 轴 与 淮 线 的 交点 ,N 是 切 点 P SURREITIESEREOU RE IE]. 

3. 如 果 三 角形 SE ESHI, RA ZTM RER. 

4. MAŽE SPMZ 有 外 接 呵 , 且 此 回 切 PG 于 FP[Z 是 PT 与 准 线 的 交 


Aj. 

5. d EBCPISEDER ST. 和 HZ , 则 三 角形 SPC 是 等 边 的 ， 

6. jáT92x OTT TCPA A E £E f] sc f, SET EJ A DUET FA SE F8 B89— 
x. 

7. 已 名 三 角形 ABC 的 底 边 48[ 的 大小 ,位 置 ] 和 和 骨 CE[ 的 大 小 ]. 求 与 
CACB 分 别 四 切 于 4 和 8B fS Ni Eos Ao fs RB v. 

8. 包 知 两 条 挑 物 线 有 相同 前 焦点 ,并 且 它 们 的 轴 在 同一 直线 上 ,但 

(12] 方向 相反 .求证 :它们 可 交 成 直角 [ 即 交 点 处 贾 曲 线 的 切线 成 直角 ]. 


EX FER 请 处 的 切线 和 纵 标 线 分 别 交 轴 于 了 AN , 
NT URUS P 的 次 切 线 . 


命题 8 
次 切线 NT -2AN. 
M £ 
A 
图 1-8 
[WR] 作 PM EATE, I] 
ST =SP (命题 7) 
= PM 


= XN; 


又 因为 


ij 题 


1. 着 只 为 三 角形 PNT 的 外 接 贺 半径 ,求证 : R^ = SP AN. 

2. 从 [已 知 抛物 线 的 炭 点 ]$ 作 直 线 SQ ,使 它 平行 于 P 点 处 的 切线 ; 
过 作 平 行 于 轴 的 直线 PE, 交 SQ FERE: E 点 的 轨迹 是 -条 挑 物 线 ， 
其 顶点 为 5, 正 焦 弦 等 于 原 抛物 线 正 焦 弘 的 二 [13] 


定义 ”如果 在 点 中 的 法 线 和 纵 标 线 分 别 交 轴 于 点 C 和 六 ， 
那么 NG 叫做 P 点 处 的 次 法 线 . 


命题 9 
次 法 线 NG z2AS. 
[证 明 】 fF PM 垂直 于 准 线 , 则 


SG = SP 【命题 7) 
= PM 
= XN; 

NG = SX 
2245. 


问 题 
1， 如 果 SPG 是 等 边 三 角形 ,那么 SPCCPGERGE. 
2， 从 命题 8 和 命题 9 推导 命题 4. 
3， 作 曲线 [抛物 线 ] 在 任 一 给 定点 的 法 线 . 
4。 规 果 [抛物 线 上 一 点 ]0 HAMR OM 平分 NG ,求证 : QW = PC. 


5. 设 TP ,TQ 蚌 己 知 圆 的 切线 . 求 作 一 条 忽 物 线 , 使 它 与 TP 相 切 于 
[14] P, 并 且 以 TQ 为 轴 . 


命题 10 


车 [抛物 线 在 其 ] 任 一 点 P 的 切线 交 项 点 处 的 切线 于 了 , 则 


SY BEA PT,H SY 是 SA 与 $P 的 比例 中 项 (SY?= AS- 
SP). 
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[证 阴 】 连结 SP , 作 PN 垂直 于 轿 . 那 么 [根据 命题 8], TN 

被 4 点 平分 ,并 且 AY 平行 于 PN, 
PT 被 了 点 平分 . 
[又 由 命题 7 知 ST = SP ,| 
n SYLPT. 
进而 ,因为 YA 是 直角 三 角形 SY7 REST 上 的 高 ， 
SY? = SA*ST  (Euc. IV. 8.) 
= S4'SP， (命题 7) 
|j) m 

1. [如 图 1- 10, 求 证;] 以 SP 为 直径 的 图 与 顶点 处 的 切 钱 相 切 于 了 

2. 求证 : PY- PZ = SPI. [ Z 是 切线 PT 与 淮 线 的 交点 , 见 图 1 -6,] 

3. 求证; PY- YZ = AS SP. 

4. 求证 : $Y 的 延长 线 与 准 线 [ 愉 好] 相交 于 点 M.[ 25TH 1 - 10 和 
1-9.] 

5. WUR—T- ICH SERRE f AAE, HE PQ 是 这 条 扼 牧 线 与 
Bn Rm. oam PAMO RIE: SP, s 都 与 正 焦 弦 成 30P 角 . 

6 总 知 抛物 线 的 两 条 切线 和 焦点 ,说 明 怎 样 作 这 条 执 物 线 在 顶点 处 
的 切线 ,然后 再 作出 它 的 轴 和 准 线 . 

7. 折 释 一 张 第 形 长 纸 条 ,使 它 的 -- 角 总 是 落 在 一 条 对 边 上 .求证 :这 
些 折 痕 总 是 与 一 条 搜 物 线 相 切 ,抛物 线 的 准 线 就 是 这 条 对 边 ， [15] 


命题 11 


如 果 从 [抛物 线 在 ]P 点 处 的 切线 上 任意 一 点 DO 作 Of 垂直 
于 准 线 ,OU TENET SP[3E R2 4258025 IMU], ÆA SU = OI. 
( 3E 35 Xr ( Adama ) E fL) 
[EA] 连结 SZ ,并 作 PM SEEUCT ERR LEE M]. 
那么 ,因为 角 ZSP RAR AES], 
ZSA OU. 
SU:SP = Z0: ZP 


但 是 


[16] ^ SU= OL. 


作 图 题 12 
从 抛物 线 外 一 点 O 作 抛物 线 的 两 条 切线 . 


Bl 1-12 
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(分 析 设 00 ,00' 是 两 条 切线 . 作 OM, QOM EATER 
[EEP M, M] ,连结 0S .OH OM". 
那么 ,因为 590M 被 OQ 平分 [命题 5j, 所 以 三 角形 SQO 
H MGO &5&(Euc. I. 4.) ,因而 OM = OS. 
所 以 OM' = 05. 这样 就 求 得 点 M REM" , ESL IG RT (E HALE SS 
图 形 .) 
[作法 ] 以 0 AAG. oS 为 半径 作 圆 , 交 淮 线 于 M 和 
M'. 
有 从 三 和 半分 别 作 MQ,M'Q'SE EET MEER TREHET, 
Q'. 
连结 00,00' , 则 00 ,00' 就 是 所 求 的 切线 . 
[证 明 ] 连结 05 ,OW , 0M',SQ,SQ'. 
那么 ,在 三 角形 S80 fü MQO "b, 
SQ = MQ, Q0 = Q0,0M = OS, 
^ Z500 =ZMQO. 
~ 00 是 在 @ 点 的 切线 ， (命题 5) 
KAM, 00' 是 在 O' 点 的 切线 . 
注 : 也 可 利用 命题 10 和 傅 题 11 中 证 明 的 原理 作 图 . 
补充 问题 见 本 章 末 屁 . ir] 


命题 13 


[抛物 线 的 ] 两 条 切线 OQ , 00' 从 焦点 [5S] 看 时 , 张 角 相 等， 
并 且 三 角形 sog 与 5Q'0 相似 ， 

[WER] 作 顶 点 处 的 切线 ,分 别 交 og, o FY AY. 

连结 SO , $50’ , SY , SY". 

延长 00 , 交 轴 于 T. 

那么 ,因为 在 了 和 产 外 的 角 是 直角 (命题 10) ,可 知 以 OS 
为 直径 的 圆通 过 了 和 六 .因而 

一 S00' = 一 SY7'”【〈 同 弧 上 的 圆周 角 ) 
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-27$TY (Eue. W. 8.) 
-2780Q0. (命题 7 和 FEuc， 1. 5.) 
类 亿 地 ， 
LS002 Z80Q'0. 
所 以 三 角形 500 5500 相似 . 
H HS 
0S 与 过 而 平行 于 轴 的 直线 所 成 的 角 , 等 于 一 条 切线 [ 09 ] 与 这 平 


行 线 所 成 的 角 
[18] 补充 问题 见 本 章 末 是 ， 


命题 14 


如 果 作 抛物 线 的 一 对 切线 00 , 00' ,并 且 作 平行 于 轴 的 直 
线 OV , 交 OU FY, MA Q0' 被 V 点 平分 ， 

[UER] 设 OV CHEER R. 

作 QM ,21 垂直 于 准 线 [ 垂 足 为 好 HMM]. 

连结 OM , 03, OM’ ,SQ.SQ'. 

那么 ,在 三 角形 S90 和 MO0 m, 
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SQ-MQ, QO-QO, 


并 且 
了 500 = MQO, (命题 5) 
OM = OS. 
类 似 地 ， 
OM’ = 0S, 
OM = OM'. 
又 因为 OR 是 等 腰 三 角形 OMM" XUI Ef Po E A TE 
边 ， 
MR = M'R. 
但 是 
QV:Q'V- MR:M'R, 
QV = Q'V, 
Bp QQ' SEV 点 平分 ， 
ALIE B LAE GR. [19] 


命题 15 


抛物 线 的 任意 一 组 平行 弦 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 平行 于 轴 的 
直线 ,通过 平行 于 这 些 弦 的 切线 的 切 点 . 
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[WER] 设 风 RPR' 是 平行 于 藤 的 切线 , 疡 为 切 点 ,而 00' 是 
其 中 的 一 条 藤 . 

al P OPV 平行 于 轴 , 交 00' 于 了 , 交 切 线 QRO 于 0. 连 
结 PQ, 作 RW 平行 于 轴 , 则 PQ 2E W SEA GRÉ 14). 

于 是 由 RW 平行 于 OP ,得 OR = RQ(Euc. IV. 2.), 再 从 
PR 平行 于 OF, 得 Op = PV. 

类 似 地 ,如 果 作 切线 Q'R'O' , 4E OPV 于 0', 则 O'P = PV, 
因而 0 与 0' 重 合 . 

因为 00 ,00' 是 切线 ,并 且 OF 平行 于 轴 , 所 以 OQURCV 
平分 (命题 14). 

所 以 ,所 有 平行 于 RPR' 的 弦 的 中 点 都 在 过 忆 而 平行 于 轴 


的 直线 上 . 

定义 ”在 一 条 曲线 中 , 一 组 平行 获 的 中 点 部 迹 叫 做 直 
f. 

注 : 刚 三 证 得 的 命题 是 对 抛物 线 而 言 的 , 对 干 一 般 的 曲线 ,“ 直 径 ” 可 
能 不 是 直线 ， 

补充 问题 见 本 童 末尾 . [20] 


定义 ” 夹 在 直径 与 曲线 之 间 的 半 弦 (0OY) 称 为 此 直径 的 堆 
标 线 ， 
命题 16 


E ov 是 直径 PY 的 纵 标 线 , 且 Q 点 处 的 切线 交 VP BRE 
£T 0, oP- Pv. 
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[证 明 ] 作 PR 殷 抛物 线 于 P, 交 OQ E Ri RERI 
行 于 轴 . 
因为 RP ,RO 是 一 对 切线 ,所 以 


PQ WF, (命题 14) 


并 且 
PR//QVi (命题 15) 
OP: PV = OR: RO = PW: WQ. 
但 是 PW-Wo. 
[21] so 0PzPV. 
命题 17 
xt ov 是 直径 PV 的 纵 标 线 , 则 
QV! -ASP- PV. 
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[证 明 ] 设 直径 PY 交 抛物 线 于 P. 
作 Q 点 处 的 切线 , 交 直 径 于 0 , 交 轴 于 T. 
fF P 点 处 的 切线 , 交 OQ TFR. 
连结 SP ,SR ,SO， 
那么 ,因为 RP ,RO 是 两 条 切线 ， 
三 角形 SRP 与 SQR 相似 (命题 13); 
一 SRP = SQR 


=ZSTR (命题 7) 
= POR. (Ew. I. 29.) 
又 因为 P 点 处 的 切线 平分 二 SPO 命题 5) ,所 以 
ZSPR = LOPR. 
ASRP VAPOR. 
< PR? =5P' PO. 
现在 OV 被 P 点 平分 (命题 16)， 
QV -2PR. 
OV? 24pR? 
z4SP- PO = ASP* PV. 
补充 问题 见 本 童 未 尾 ， (22] 


命题 18 


3n [M75 h9]48 OS 被 直径 PV 平分 ,其 中 了 是 
与 曲线 的 交点 ,LV 是 与 22" 的 交点 ,] 那 么 Q 2ASP. 
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LER) 作 声 线 OQ, OQ" , 则 它们 相交 成 直角 , 且 交 点 [ 0] 


在 准 线 上 (命题 6). 
[根据 命题 14, 过 切线 交点 0 所 作 平 行 于 轴 的 直线 必 过 
00' 的 中 点 Y ,所 以 D 点 在 直径 PY E. ] 连 结 sp. 
那么 ,因为 OF 是 直角 三 角形 80 斜 边 上 的 中 线 ， 
QV - OV. (Eue. M. 31.) 
QQ -20V. 
但 是 
OP = SP ，【〈( 抛 物 线 的 定义 ) 
OV-2SP. 《命题 16) 
M QQ' =4SP. 
[23] HEUSELER. 


命题 19 


车 抛物 线 的 两 条 弦 QO' ,499' 彼 此 相交 ,[ 设 交点 为 O , im ER 
1 - 19,] 则 以 各 弦 被 交点 分 成 两 段 为 边 的 长 方形 面积 之 比 ,等 于 
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平行 于 它们 的 篆 点 综 的 比 , 即 
Q0 * Q'O:q0*q'O 2 ASP:4Sp. 

[证 明 ] 作 直 径 Py ,平分 og Fr. 

fF ow 平行 于 轴 , 交 扫 物 线 于 V. 

作 直 径 PV 的 纵 标 线 WR. fS 5P .那么 

Q0-0'O 2 QV? - OV? (Euc. T. 5.) 

=QV°- WR? (Euc. J. 34.) 
24SP:PV -ASP-PR 【命题 15) 


z45P-RV 

z4SP-QW. 
类 伏地， 

q0 *q'0 2 45p - OW; 

QO- Q'U: qO * q'O 2 ASP:ASp. 
LE dU EX E439 [24] 
问 Am 
命题 12 


1、 如 果 [ 图 1- 12 中 的 ] 点 0 在 准 线 上 ,根据 作法 证 明 ,两 条 切线 相 
交 成 直角 . 

2. RA 0, 使 [图 1- 12 中 的 ] 图 形 ogg 是 平行 四 边 形 . 

命题 13 

1. [在 图 1- 13 中 ,] 如 果 作 第 三 条 切线 , 交 00 ,00" 于 只 和 了 ,求证 : 
三 角形 ORT 的 外 接 罗 通过 S$ 点 . 

2.， 与 三 条 缚 定 直 线 相 切 的 抛物 线 的 焦点 的 轨迹 是 征 么 ? 

3. 有 一 条 抛物 线 , 与 四 条 定 直 线 中 的 每 一 条 都 相 切 . 找 一 种 几何 作 
法 来 确定 它 的 焦点 ， 

4. RE: [WA 1- 13, Jos 是 00 与 00 的 比 十 中 项 . 前 面 哪 一 条 性 
质 是 它 的 特殊 情形 ? 

5. 已 知 抛物 线 的 两 条 切线 和 其 中 一 条 的 切 点 . 求证 ， 焦点 的 轨迹 
是 一 个 图 ,通过 给 定 切 点 和 这 两 条 切线 的 交点 ， 并 与 其 中 一 条 直线 相 


6， 设 [ 抛物线 的 j 两 条 切线 来 角 一 000' 的 平分 线 交 轴 于 中 .求证 :30 


命题 14 
1， 以 [抛物 线 ] 任 一 焦点 汞 为 直径 的 圆 必 与 准 钱 相 切 ， 
2. [抛物 线 ] 焦 点 嘴 两 端的 法 线 相交 于 平分 此 弱 的 直径 上 . 
3. 已 知 两 条 切线 和 它们 的 切 点 , 求 焦点 和 淮 线 . 
命题 15 
1，[ 抛 物 线 ] 所 有 平行 获 两 端 切 线 的 交点 在 同一 直线 上 . 
2. 一 条 抛物 线 画 在 纸 上 , 求 它 的 轴 和 准 线 ， 
3. BUR[JETIALIS ] — £35 SS LRL, 45 角 ,那么 它们 的 中 点 所 在 直线 
寺 正 焦 弦 的 一 端 . 


命题 17 
1. [在 图 1 - 17 中 ,] 如 果 作 QD 垂直 于 OV 3E RS D] ,那么 0D? = 
4AS: PV[ rh A RM IDEE SL. 
2. 已 知 TPV 是 [ 抛物线] 在 点 P 的 直径 , QV 是 一 条 纵 标 线 , 0T JE Q 
点 处 的 切线 ,并 设 QV = 亚 . 求 证 :7 在 淮 线 上 . 
3. [ME 1- 17, ] 过 上 点 任 作 一 条 菠 LVL' , 设 LM LE'M' ELE ERA 
[25] 径 PV ERIR RIE: LM- LM = QV?. 
4 从 抛物 线 一 条 切线 的 切 点 作 一 条 蓄 , 再 作 一 条 平行 于 轴 的 直线 ， 
使 它 与 切线 .曲线 和 芒 都 相交 , 则 此 直线 被 截 得 两 线段 的 比 ,等 于 束 被 此 
直线 分 成 两 部 分 的 比 . 
5， 过 已 知 点 作 抛物 线 的 一 条 弦 , 使 它 被 这 个 点 分 成 绽 定 的 比 ， 
命题 18 
1， 作 [抛物 线 的 ] 一 条 焦点 弦 PS0 ,使 SP =330. 
2， 如 果 [ 抛 物 线 的 ] 一 条 直径 交 准 线 于 0 ,那么 OS 牌 直 于 被 此 直径 
PRIE. 
命题 19 
1. 【抛物线 的 ] 正 焦 弦 的 一 半 是 任 一 焦点 弦 被 焦点 分 成 两 部 分 的 调 


和 中 项 . [所 谓 ”* 是 a 与 4 的 调和 中 项 ", 是 指 上 是 二 与 二 的 算术 平均 
值 .] 


2. 上 在 抛物 线 中 ,] 如 果 ov 是 直径 PV 的 一 条 维 标 线 , 并 且 po 是 与 
PO Jte E) E fS [ BD pv 是 平行 于 PO 的 弦 的 中 点 轨迹 ], 交 PO 于 v,[ 点 P 


Rip 在 抛物 线 上 ,] 那 么 po PV. 


第 2 章 正 射 影 


定义 ”1， 从 一 点 向 一 个 定 平面 作 垂 线 , 迁 足 称 为 这 个 点 的 
SHE EH BIER AMHE 
2， 一 条 线 的 射 彩 (直线 或 曲线 ) ,是 其 上 各 点 射影 的 集合 ， 
RPR E E R AE E EER E E E. 
3. 区 域 的 射影 是 一 个 已 知 区 域 的 边界 曲线 的 射影 所 围 成 
的 区 域 . 
[2] — 4， 包含 给 定 曲线 的 平面 与 射影 面 的 交 线 叫做 基线 . 


命题 w 


直线 的 射影 是 直线 . 


[证 明 ] 设 prU 是 已 知 直 线 , 交 基线 于 5, 并 设 P.Q, 
R,S 分 别 是 p,q ,r,s 的 射影 . 

TEH pP.qQ.rR.sS 都 在 同一 平面 pPU P3(Euc. X. 
6,7.), 这 个 平面 与 射影 面 的 交 线 是 一 直线 UP. (Eue. XI. 3.) 

所 以 , Up 的 射影 是 直线 UP ,它们 相交 于 基线 上 一 点 V. 


iid p 


一 直线 上 的 线段 比 在 射影 下 不 变 ， 
[üEBH] 设 pqrsU 是 已 知 直线 , PORSU 是 它 的 射影 . 
那么 pP,g0, rR, sS 平行 ,因为 它们 都 是 射影 而 的 垂 线 ， 
并 且 它们 都 在 同一 平面 PUp 内 ;因而 线段 PO , CR , RS 之 比 等 
于 pg,e@ryrs 之 比 . (Euc. V. 2.) [27] 


命题 y 
平行 直线 的 射影 是 平行 直线 ,并 且 保 持 直 线 上 的 线段 比 ， 


图 2-2 


[证 明 ] 设 pgU ,wsV 是 两 条 平行 直线 ,分 别 交 基线 于 U, 
V ,并 设 POU , RSV 是 它们 的 射影 .那么 
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pP//rR, (Euc. M. 6.) 
pf rs: (BGE) 
平面 UPA 平面 VrR. (Eue. Xl. 15.) 
因此 
PQU // RSV.  (Eue. XL. 16.) 
进而 ,三 角形 pUP 55rVR 对 应 角 相 等 ,(Euc. XL. 10.) 

PQ:pg = PU:pU 

= RV: rV 

= RS: rs. 

[28] 注意 :这 个 比 PU: pU = cos z pUP. 


命题 5 
切线 的 射影 是 切线 ,并 且 交 基线 于 同一 点 . 
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[证 明 ] 设 p,p' 是 曲线 上 相近 的 两 点 , 则 其 射影 P,P' 在 
曲线 的 射影 上 

令 p'[ 沿 曲线 ] 移 动 到 与 p 重合 ,因而 pp' 成 为 已 知 曲线 的 
切线 . 


于 是 P' 移 动 到 与 P 重合 ,因而 PP' 成 为 已 知 曲 线 的 射影 的 
切线 . 

同时 还 得 到 ,这 些 直 线 [pp’ 和 PP’ ] 相 交 于 基线 上 同一 点 . 
(命题 a) [29] 


命题 € 
面积 的 比 在 射影 下 不 变 . 
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[证 明 ] 情形 1. 设 pgrs 是 一 个 矩形 ,有 两 条 边 pg ,rs Y- 
行 于 基线 ,并 设 PORS 是 它 的 射影 {如 图 2 - 4]. 延长 pps: ; 变 
基线 于 U,V. IA 
| 面积 PORS :面积 pars = PO x PS:pq x ps 
z PS: ps 
= PU:gU. 
现在 可 以 看 出 ,这 个 比 { 等 于 cosa ,其 中 是 原平 面 与 射影 
面 的 均 角 ) 与 矩形 的 长 和 宽 无 关 , 因 而 所 有 这 些 和 矩形 [的 面积 ] 在 
射影 下 按照 相同 的 比 减 少 , 并 且 所 有 这 些 原来 平面 星 矩 形 的 面 
积 比 与 它们 的 射影 的 面积 比 相 同 . [30] 
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情形 2， 不 过 ,一 个 任意 形状 的 图 形 , 总 能 利用 垂直 于 基 
线 的 直线 分 成 很 多 狭长 条 ,每 个 长 条 都 由 一 个 情形 1 中 的 矩形 
及 其 两 端 各 一 小 块 面积 组 成 [如 图 2 - 5]. 这 些 卸 形 面积 之 和 ， 
与 它们 的 射影 的 面积 之 和 ,二 者 的 比 为 一 定 . 增 加 矩形 长 条 的 个 
数 , 它 们 的 宽 放 随 之 减少 ,因而 矩形 面积 之 和 与 原 图 形 面积 的 差 
无 限 减 小 .所 以 , 任 一 图 形 的 面积 由 于 射影 而 按照 同一 比例 减 小 
(1:cosa ), 并 且 原 平面 内 所 有 图 形 面积 之 比 与 它们 的 射影 面积 

(31] 之 比 相同 . 


命题 5 


PS ELTE SE NL da x, SE SE ICE (OBS AN REO REEL wA 
且 只 人 须 原 站 线 中 有 一 条 平行 于 基线 . 
[证 明 ] iE ps ,sr 是 两 条 互相 垂直 的 直线 ,其 中 s+ 平行 于 
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BERUV. RPS, SR 是 它们 的 射影 ,因为 sr 平行 于 5 , 它 不 与 射 
影 面 PSUV 相交 ,所 以 sr 与 SR 不 相交 .而 sr 与 钨 又 在 同一 平 
面 里 ,所 以 它们 互相 平行 . 
但 是 SR 与 $s Xx, 
所 以 sr 5S: 垂直; (Euc. I. 29.) 
又 因为 sr 与 ps 垂直， (B 
sr.| 平面 psUSP; {FEuc. Xl 4.) 
SR LFE psUSP, (Ew. XI. 8.) 
因而 PSR 是 直角 ， 
注 :直角 的 射影 不 是 直角 ,除非 原来 角 的 两 廊 中 有 一 边 平 行 于 基 二 .、 [2] 


定义 ”1， 实 圆 是 到 一 定点 (S$) 的 距离 与 到 一 定 直线 ( XM ) 
的 距离 (PM) 之 比 (e) 为 小 于 1 的 常数 的 点 (了 ) 的 轨迹 ， 
(SP =e*PM.) 
2. ERC SOUL EAR, E. 
3. XE EE (XM )nt cg d. 
[33] 4. 定 比 Ce) 叫 做 离心 率 . 


课题 1 
(ENERGA. 


过 焦点 且 垂 直 于 准 线 的 直线 是 对 称 轴 . 
RMA AHA'. 


[ 解 ] M S TESX 3EECEMERL EIE X]. fe XS 的 分 

点 4, 使 

SA ze*AX; 
再 在 XS 的 延长 线 上 取 点 4 ,使 

SA' = e*A, 

那么 4 和 4' 是 曲线 上 的 点 ， 

在 直线 MA EER- AN, A S AAG, e XN 为 半径 作 
加 ;过 N EER PNP ERTA AATF P APA PAPE 
梢 圆 上 的 点 . 作 PM, P'M'SEELT TERR (EE 8 M LAMP ), I 

SP-e:XNze-PM, 
SP'ze-XN-2e:PM'. 

这 样 ,对 应 于 直线 44' 圭 任 一 点 六 ,我 们 得 到 两 点 呈 MP, 
它们 在 44' 异 侧 , 并 且 到 它 等 距离 .所 以 椭圆 关于 A 对称 , 即 
44' 是 一 条 [对 称 ] 轴 ,点 4 和 4 是 顶点 . 

注 : 可 以 证 明 , 当 六 在 困 44' 上 位 于 4 SAZ Hm, Nag WP 相 
变 , 但 是 当 N ERR AA AN, S E GRCR ELSE US E E SD A AU 
直 于 轴 的 两 条 直线 之 间 . 和 参考 附录 . 

问 题 

1. 如 果 一 条 抛物 线 和 一 个 椭 图 有 相同 的 焦点 和 准 强 , 那 么 抛物 线 位 
于 椭 贺 外 部 . 

2. 一 点 P 在 糊 加 内 .、 畏 图 上 或 椭圆 外 ,取决 于 比 SP: PN 小 于 、 等 于 
或 大 于 元 心率, 这 里 PM 是 到 准 线 的 垂 线 长 ， 

3， 设 椭 回 的 任意 一 条 纺 PO[SEK EG ]2E MEER T- 中 .求证 : 

SP :PR = SQ: OR. 

4. -RAAMT P, 交 准 线 于 R.M PR 上 任 一 点 关 作 总 平行 

T SR,35 SP FU, XAF Kf ERTER EEA 门 .求证 :SU =e KI. 


命题 2 
如 果 [ 燃 圆 的 ] 弦 PP' [的 延长 线 ] 交 准 线 于 天 ,那么 SK XE 


分 SP 与 $P' 所 成 角 的 外 角 ， 


M" 
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[证 明 ]】 连结 SP , SP' , SK ;延长 PS fU p[p 是 与 椭 攻 的 交 
点 ] ,并且 作 PM ,P'M' 垂直 于 准 线 [ 垂 中 为 村 和 MM'] .那么 
SP =e'PM, 
SP'z-e:P'M'. 
SP: SP' = PM: P'M' 
= PK:P'K, 
其 中 最 后 一 步 利 用 了 相似 三 角形 PKM 和 P'KM. 
所 以 SK 平分 角 P'Sp. (Euc. VI. A.) 
íi — gm 
1. i& PSP, J& PER ]— Rf ex 3E RE: XP , XP, I5 P) C REEL 
(X ABER p 5s ERR BOE A] 
2, d& PSP, 是 [椭圆 的 ] 一 条 焦点 芒 . 延 长 PA, PLALTERIDEMERRC TK 
和 大 ,求证 :一 ASK 是 直角 ， 
3. MAARA R PO, P'QLSEK"IS 12r S SE ESRCT. p,p' RE: 
Z pSp' EZ PSP' 的 一 半 . 
4. 如 果 绽 定 了 椭圆 的 焦点 和 这 曲线 上 两 点 ,那么 准 变 将 道 过 一 个 定 


[35] 点 . 


定义 ”如 果 通 过 焦点 (4$) 的 轴 交 燃 圆 于 4 MA ,那么 AA' 


mj ec d. 
EX 平分 44' 于 CC, 则 CC Anikin es p es. 
定 ¢ 过 《点 作 的 双 维 标 线 BCB' UL flot dd, 


命题 3 


车 PN AHDE- AP 的 纵 标 线 , 则 
PN*: AN A'N = CB?1CA?, 
3FB CB 小 于 Cd . 


图 3-3 


[证 明 ] 连结 P4 ,4'P ,并 延长 之 , 交 淮 线 于 久 和 KK'. 
连结 SP,SK,SK' ,并 且 延 长 PS 到 [与 椭 丁 相交 于 ] 点 p. 
由 相似 三 角形 PAN , KAX ,得 < 
PN:AN = KX: AX. 
由 相似 三 角形 PA'N,K'A'X 48 
PN:A'N S K'X:A'X. 


[36] < PN*:AN-A'N = KXHK'X: AX A'X. 
但 是 SK 平分 一 4Sp{ 命 题 2), SK' 平 分 ASP( 命 题 2) , 
Z KSK HEH: 
KX-K'X-SX; (Eue. Vl. 8.) 
PN?:AN- A'N = SY?^:AX- A'X. 
3S pU EA P 点 可 能 与 8B 重合 ,[ 从 上 式 ] 得 
BC?: AC? = SX?: AX: A'X. 
PN?: AN* A'N = BC^: AC?. 
进而 得 到 
BC: AC? = SX: AX A'X. 
现在 有 
SX = AX + SA =AX (1 +e), 
以 及 
SX 2A'X-SA' = A'X(1- e), 
SX?z(1- e?) AX* A'X < AX*A'X; 
BC « AC. 
问 题 
1， 如果 PM 是 [从 椭 国 上 一 点 P] 到 BCB' 的 重 线 ,求证 : 
PM2: BM B'M = CA*: CH:. 


2. 设 P.0 是 椭圆 上 的 两 点 ,要 , AO 3E PN 或 PN 的 延长 线 于 上 和 
[37] M.3KüE: PN? = EN* MN. 


命题 4 


如 条 以 44 ' 为 直径 的 圆 上 各 点 的 纵 标 线 都 依照 C4 : CB 按 
比例 缩短 ,那么 新 端点 的 轨迹 是 棋 贺 ， 
( PN:pN = CB:CA.) 
[证 明 ] 设 4p4' 是 以 A4' 为 直径 的 圆 , NPp 是 p 点 的 纵 标 
线 , 交 椭圆 于 P EA 


图 3-4 


PN*:AN*A'N = CB: CA? (命题 3) 
但 是 
PN2= AN- A'N, (Euc. W. 3935.) 
PN? : pN? = CB: CA?, 
PN:pN = CB:CA. 《证 毕 ) 


定义 ”1， 以 AA Ete n ec N. 

2. Hi RusEBOEUP LT £z WS ER ERI p 和 P 叫 
LOUP 

3， 椭 俩 的 一 条 弦 和 辅助 圆 的 一 条 弦 岂 做 对 应 强 , 如 朵 它们 
的 端点 是 对 应 点 . [38] 


命题 5 


加 的 射影 是 机 四 ， 

[证 明 ] 设 ape' 是 加 ,其 直径 ua' 平 行 于 基线 , 05 EE 
于 aa’ 的 半径 ,pn 是 从 [ 贺 上 ] 任 一 点 ”到 aa 的 垂 线 . 

设 APBA' REI apba' 的 射影 ,并 设 点 A,A, B,C, P, N 是 点 


b 
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a.a' ,b.c,p.n 的 射影 .那么 
pn?- an*na'. (Eue. Dl. 3 81035.) 
pn?: cb? = an * na! :ca?. 


但 是 
piich!z PN: CB*， (命题 7) 


并 且 
Gamena'r:iea2= AN * NA' : CA? 
PN?: CB? = AN * NA' : CAF, 
XI PN 和 C8 EETA (RE E), 
所 以 P 点 的 轨迹 是 以 C4 和 CB 为 [ 半 ] 轴 的 椭圆 (命题 3) 
M aba' 等 于 辅助 图 . 比 CB: CA = cosa ,其 中 是 射影 朋 上 即 贺 所 
在 平西 与 射影 面 的 实 角 ]. 
[39] 椭圆 的 面积 = xAC BC. 


命题 6 
椭 图 关于 给 轴 对 称 ,因而 有 第 二 个 焦点 (5$') 和 第 二 条 准 
线 . 
[证 明 ] 设 mp' 是 辅助 圆 的 一 条 弱 , 与 短 轩 成 直角 ,交点 
为 点. 在 椭圆 上 取 对 应 于 p füp' RAP 和 P' ,并 且 作 公共 纵 标 


线 pPN , p'P'N' ,连结 PP' SEAT. 时 ,那么 
pN 2p'N'. (Eue. I. 34.) 
o PNPN. (命题 4) 
所 以 PP' 平 行 于 NN' ,因而 垂直 于 CB. 
XAA 


pm=pm, (Euc. ll. 3.) 
PM = P'M. (Euc. I. 34.) [40] 


c ——4xr 
Œ 3-6b 


因此 ,对 应 于 椭 贺 上 任 一 点 P ,存在 杭 贺 上 另外 一 点 P' ,使 
fis PP 被 短 轴 垂 直 平分 , 即 椭圆 关于 短 轴 对 称 . 

如 果 我 们 [如 图 3 - 6b, fe Ef E JA nno c 向 两 侧 ] 取 CS' 
等 于 CS ,CX' 等 于 CX ,并 且 过 X VEESRSE UT AA' LE ZONE d. 
可 描绘 成 以 所 作 直 线 为 准 线 , 9 为 焦点 ,离心 率 与 前 面相 同 . 


b 


图 3-6c 


[进而 ,如 图 3- 6c,] 设 aia' 是 圆 ,484' 是 它 的 射影 . 

图 的 一 切 平行 于 oa' 的 汞 都 被 上 平分 .(Eue. I. 3.) . 

因而 , 梢 圆 的 一 切 平 行 于 AAT BSSESIMÉ CB 平分 . {命题 y) 

并 且 , CB 垂直 于 它 所 平分 的 弦 .( 命 题 《) 

所 以 椭圆 关于 短 轴 对 称 . 

这 样 一 来 ,椭圆 也 能 按照 中 心 对 面 的 第 二 个 焦点 和 第 二 条 
【42] 淮 线 来 刻 划 . 


问 题 


命题 4 
1、 一 条 直线 与 一 个 棋 贺 不 可 能 多 于 两 个 公共 点 . 
2 从 [ 椭 因 的 ] 中 心 到 曲线 上 所 有 各 点 的 连 线 中 , C4 最 大 , C8 最 小 ， 
3. 设 PP 和 0 是 椭圆 和 辅助 贺 上 的 对 应 点 .过 P 点 作 直 线 KPL ,使 它 


和 轴 的 殉 角 与 C0 相同 , 交 [ 丙 ] 轴 于 点 KAL RE: KL 为 定 长 . 
4. 设 PM 是 [从 椭圆 上 任意 点 P] 到 BB 0038 ER, ,与 以 短 轴 为 直径 的 
圆 交 于 点 p'. 求 证: 
PM :p'M = CA: CB. 

5， 如 果 一 根 杆 的 两 峰 [ 分 别 ] 沿 着 两 条 相交 成 直角 的 直线 滑动 ,那么 

杆 上 的 任 一 定点 画 出 一 个 精 圆 . 
命题 5 
一 个 椭 辕 本身 也 能 射影 成 为 一 个 图 . (al 


命题 7 


[ 设 椭 加 的 中 心 为 C KERA AA' MUROS S 和 5', 离 心率 
为 e ,直线 A4' 与 两 条 准 线 的 交点 分 别 为 区 和 X' , 则 有 ] 
CAse-CX, C€Sz-e-CA, CS-CX5 CA?. 
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[证 明 ] 【分别 考虑 左 焦点 . 左 淮 线 和 右 焦 点 , 右 准 线 ,得 
到 ] 
SA —-e*AX, (定义 ) 
SA'zeA'X, (定义 ) 
两 式 相 加 ,得 
AA' - e(AX * A'X) = e(AX + AX') = eXX' ; 
— 43 — 


CA = e-CX. (D 
将 两 式 相 加 改 为 两 式 相 减 , 则 得 
SS = edd’'. 
SA CS=e'CA. D 
HOARDING, JORR, x47] 
CS: CX = CA*. Q 


问 题 
[43】 已 知 精 加 和 它 的 一 个 焦点 , 求 其 中 心 和 离心 率 . 
课题 8 
[ 设 燃 圈 的 焦点 为 4 MS ,长 轴 为 AA',P 是 酉 加 上 的 任意 
点 , 则 】 
SP + S'P - AA'. 
椭圆 的 机 械 作 图 法 . 


图 3-8 


[R] 作 MPM'3SETLT EZR EE H M MP"), RI 
SP-e'PM, 
S'P-e:PM'; 


— 44 — 


SP + S'P -e*MM' 
zetXX' 
= AA'. 

如 果 将 一 根 环 状 的 弦 套 在 位 于 点 5 和 3 的 两 个 图 钉 上 ,用 
铅笔 类 P 拉 紧 救 圈 , 氏 笔 就 能 画 出 一 个 椭圆 , 它 的 焦点 是 5 和 
S’. 

问 题 

1. Æ 请 为 任意 一 点 , 则 SP + $'P 大 于 ,等 于 或 小 于 AMA, A PAE 
椭圆 外 . 椭 国 上 或 椭圆 内 而 定 . 

2. 有 一 个 图 , 画 在 另 一 个 回 的 里 面 .求证 ;到 这 两 个 辐 周 竺 距离 的 点 
的 轨迹 是 一 个 炳 图， 

3. 设 两 个 椭 圈 有 f 且 只 有 ] 一 个 公共 焦点 ,并 且 它 们 的 长 轴 相 等 . 求 
证 :它们 不 可 能 有 凶 于 两 个 的 公共 点 . 

4. 【如 图 3-8,] 求 证 : 若 一 直线 平分 由 PS 和 PS' 所 成 角 的 外 角 , 则 
此 直线 不 可 能 与 酉 加 有 其 他 公共 点 . 


命题 9 


[ 设 椭 图 的 焦点 为 5 和 5S ,中心 为 C ,长 轴 为 A,B 是 短 
轴 的 一 个 端点 , 则 有 ] 


CB? = CA! - CS? = SA: SA'. 
[证 明 ] [因为 B ARARA, MLA] 
SB4S'B-zAA'. (ME s) 


但 是 
SB-S'Bi; (Euc. I. 4.) 
SB = CA. 
由 此 得 
CB? = SB2- CS? (Euc. T.47.) 
= CA? - CS 
[45) = SA*SA'. (Ew. Il. 5.) 


EX GIPERGR SUMMER CLL' MER, 


命题 10 
[WM )3EIE RR SÉ SL 是 CA S CB 的 第 三 比例 项 : 
SL*CA = CB?. 
B 
L 
A A* 
D 
图 3-16 


[证 明 ] [如 图 3-10, 由 A4' 是 长 轴 , 得 ] 
SL?: AS*A'S = CH: CA?. (命题 3) 
但 是 


AS-A'S- CB2，《 命 题 9) 
SL: CR? = CB^: CA; 
SL: CB = CB:CA; 
SL*CA = CB?. [46] 


命题 11 


WEERAL- Alr 处 的 切 钱 交 准 线 于 2Z ,那么 
PSZ 是 直角 . 


焦点 弦 两 端点 处 的 两 条 切线 相交 在 准 线 上 ， 
p. 
K 
P 
W3-ila 
7 P 
图 3- 11b 


[证 明 ] 在 椭圆 上 取 一 个 靠近 P 的 点 P' ,并 设 芒 PP' 交 准 
线 于 天 ,延长 Ps 到 [椭圆 上 的 点 ]p. 那 么 KS 3E 4r Z P'Sp. Cfi 
题 2) 

当 P' 与 PP 重合 时 , PP'K 成 为 切线 PZ ,P'Sp 成 为 二 直角 ; 
因而 -一 PSZ 为 直角 . 

FT, Z ZSP 是 直角 ,并 且 Zp 是 p 点 外 的 切线 , 即 P 点 和 
p 点 处 的 切线 相交 在 准 线 上 . 

问 题 

1. [ 检 圆 的 ] 正 焦 继 两 端点 处 的 切线 相交 于 点 [这 里 x 是 长 轴 所 在 
直线 与 准 线 的 交点 ]. 

2. 如果 通过 栅 圈 上 上 任 一 点 P TEC EE Tb EAR, CQPN, 交 灿 于 入 ,并 与 
点 上 处 的 切线 相交 于 0[ 这 里 虐 是 正 焦 弦 的 一 个 端点 ,参考 图 3- 10], 那 
A QN = SP. 

3， 和 作 椭 圆 在 其 上 已 知 点 P 处 的 切线 . 

[47] 4. 通过 作 [ 椭 圆 在 其 短 轴 一 端 ]8 点 处 的 切线 ,证 明 ; CS - CX = CAL. 


命题 12 


如 果 在 [椭圆 的 任 一 点 ]P 处 的 法 线 交 长 轴 于 GG ,[ 并 设 椭 回 

的 离心 率 为 e , 且 S 是 它 的 一 个 焦点 ,] 那 么 
: SG-e-SP. 

[证 明 ] 作 切 线 PZ ZWERF Z], 连 结 SZ , 作 PM 垂直 
TERR [SERES M] E4 SM. 

Z ZMP 和 ZSP 是 直角 , (命题 11) 

因而 以 ZP ^ BÉ M 和 S$.(Euc. 开 .31.) 

因为 二 ZP6 是 直角 ,所 以 PG 与 圆 相 切 .(Euc. 四 .16.) 

所 以 [ 纺 切 角 ] 二 SPe = LDBFS f 17 SMP.(Euc. HH 32.) 

此 外 又 有 一 PSG = Z SPM . (Euc. I 29.) 

所 以 三 角形 SPG 55 PMS 相似 ， 


图 3- 12 


SG: SP -SP:PM; 
SC = e* SP. 
问 题 

|. UE P ERNEA M 是 长 轴 上 的 定点 .从 时 向 中 点 处 的 切线 
FER ERS mi SP 的 交点 的 轨迹 . 

2. [在 图 3- 12 P, A. GAlm SPEER CL X d. P HET EE 
à PN , 垂 足 分 别 为 工 ,mm .] 那 么 PN: GL 是 常数 ,并 有 目 PL 等 于 正 焦 弦 的 一 
半 . 

3.【 如 图 3- 12,] 延 长 PC, 交 短 轴 于 g, 则 eS 的 延长 线 与 准 线 的 交 
点 恰好 是 PP AER HERE M. [48] 


命题 13 


粮 图 在 其 任 一 点 P 的 切线 和 法 线 分 别 平分 [P 点 处 ] 两 条 
焦 半 径 所 成 的 外 角 和 内 角 . 
[证 明 ] 设 TPY 是 切线 , PG 是 法 线 , 则 
SG-e-SP, {命题 12) 
S'G-e*S'P. 
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SG:S'G- SP:S'P, 
因而 PC 平分 了 SPS (Euc. M. 3.) 
进而 得 到 余 角 SPT MES PYS. [He 
LS! PY! = WPT, (Eue. T 21052) 
所 以 PT FAAL SPW. 


i) 题 


1. [如 图 3- 13,] 设 SY 垂直 于 疡 点 处 的 切线 , 交 S'P 的 延长 线 于 xs. 
求证 : (1)sY = Si(2) SP = Pes(3) S's = AM'. 

如 果 记 点 沿 椭 二 移动 ,s 点 的 轨迹 是 什么 ? 

( 注 : 由 于 结论 (1) ,点 * 叫做 焦点 关于 切线 的 镜 象 . ) 

2， 设 [椭圆 在 其 任意 点 PP 的] 切线 和 法 线 分 别 交 短 轴 于 : 和 8 , 则 以 
gt 为 直径 的 圆通 过 点 P 和 两 个 焦点 

3. 如 果 [ 括 图 在 其 ] 点 P 处 的 法 线 分 别 交 长 轴 和 短 轴 于 点 ORI e GR 
证 :三 角形 SPG 55 gps: 相似 ， 

4. 【 承 上 上 题 ,求证 :] SP S'P = PG^ Pg. 

5， 队 去 轴 的 端点 而 外 ,[ 在 烦 孵 上 j 其 他 各 点 的 法 线 都 不 能 通过 中 
d. 

6 过 彬 图 的 两 个 焦点 作 一 个 圆 ,连结 这 个 贺 与 短 轴 [延长 线 ] 的 交点 

[49] 和 它 与 椭 轩 的 交点 ,那么 所 得 的 直线 与 椭 回 相 切 . 


命题 14 


从 [机 四 的] 焦点 到 [这 椭圆 上 任 一 点 ] 己 处 的 切 钱 作 垂 线 
(SY,S'Y') , 垂 足 必 在 辅助 较 上 . 

叉 若 [从 椭圆 的 中 心 C] 作 P 点 处 切线 的 平行 线 CE, 交 
S'P-F E,W PE = CA. 

此 外 还 有 


[证 明 ] 延长 8'P, SY ,相交 于 W. E CY. 
在 三 角形 YPS 和 YPW 中 , YP 是 公共 边 , EA / PYS, 
Z PYF 相等 ,并 且 
ZYPS-2/YPW, (命题 13) 
[因而 这 两 个 三 角形 全 等 , ] 
~ SP=PW, SY-YW; (Ew. 1.26.) 
再 利用 SC = C3 ,得 到 S'W X fT CY. (Ew. V. 2.) 


CY -LS'W (Eue. W.4.) 
-QG'P + PS)- laa (命题 8) 


所 以 Y 在 辅助 圆 上 . 
类 似 地 ,Y' 也 在 辅助 圆 上 . 
又 因为 YCEP 是 平行 四 边 形 , 所 以 
PE = CY - CA. 
延长 YS, XEF 7 ,连结 Yr. 
MALRA, YY' y 是 直角 ,因而 Yy 通过 圆心 CEue， 
Il. 31.) 


由 此 得 
SY-S'y, (Euc. ID. 4.) 
因而 
SY:S'Y' = S'y: S'Y 2 AS'* S'A' (Euc. M. 35.) 
-CB^, (命题 9) 
E A 


|. FERHEIEL RIO) ER ,使 它 平 行 于 已 知 直线 . 

2. WRAHA Pele 的 一 条 直线 平行 于 [ 椭 加 上 一 点 ]P 处 的 
切线 ,并 且 分 别 交 直线 SP ,S$'P 于 E HE ,求证 : PE = PE'. 

3. [& ER, ] 再 证 明 SE = SE", 

4. [i S 是 椭圆 的 一 个 焦点 ,P 是 椭圆 上 任意 点 ,求证 :] 以 SP 为 直 
径 的 图 与 辅助 四 相 切 . 

5. [ERE 3 - 14 FP. f E]SK 平行 于 S$S'P, YK SE CT SK RUEDA S 为 
焦点 .于 为 顶点 的 抛物 线 与 枉 圆 相 切 ， 

6. 已 知 [ 构 圆 的 ] 一 个 集 点 和 一 条 切 组 的 位 置 ,又 知道 短 轴 的 大 小 ， 
求 另 一 焦点 的 轨迹 . 

7T. 在 一 个 加 中 ,对 于 一 个 定点 的 张 角 为 直角 的 弦 的 包 络 是 一 条 图 锥 
曲线 ,其 焦点 是 定点 和 圆心 . 

8，[ 在 图 3- 14 中 ,] 如 果 有 第 二 条 切线 ,与 YPY' 相交 成 直角 ,交点 为 
o, KiE: 

DY OY = BEŻ. 


然后 再 证 明 CO? = CA? + 602.( 了 两 条 互相 垂直 切线 的 交点 的 办 庆 叫 做 
XB.) [50] 


命题 15 


梢 圆 和 辅助 圆 的 对 度 范 相交 在 长 轴 上 ， 
对 应 点 处 的 切线 也 相交 在 长 轴 上 . 


[证 明 ] 设 PO 是 椭圆 的 一 条 弦 , 交 长 轴 于 T. 
W p 是 辅助 圆 上 与 P 对 应 的 点 .连结 Tp 并 延长 , 交 纵 标 线 
RO 的 延长 线 于 4 ,那么 
qR:pN = RT:NT (Ew. Ñ. 4.) 
zQR:PN, (Ew. IV. 4.) 
qR: QR = pV: PN 
-AC:BC; (命题 4) 
q 是 0 的 对 应 点 , 且 对 应 芯 PO ,pg 与 轴 相 交 于 同一 点 


AUR Q 移动 到 与 P 重合 ,那么 9 移动 到 与 p 重合 ,因而 


PT ,pT 分 别 成 为 椭圆 和 圆 的 切线 , 即 对 应 点 的 切线 相交 在 长 轴 
上 . 
问 题 

1. [如 图 3-15, 设 ]P 和 p 是 对 应 点 ,[C 是 椭 图 的 中 心 ,B 是 短 轴 的 
一 端 ,辅助 圆 在 ]p 点 的 切线 与 CB BEERE F K. Ri: CK: PN- 
4C BC. 

2， 设 00 ,00' 是 椭圆 的 切线 , ON. 是 [长 ] 轴 的 垂 线 .求证 :辅助 圆 在 
对 应 点 g 和 了 的 切线 的 交点 在 ON E. 

[51] 再 证 明 ,如果 o 延长 后 交 长 轴 于 了 , 则 CY CT = CA7. 


命题 16 


车 [ 椭 轩 在 其 ] 点 P 处 的 切线 交 长 轴 延 长 线 于 了 ,[ PN 3EIN. 
FKH. EEA NC 是 中 心 ,4 是 长 轴 的 一 个 端点 ,] 则 
CN-CT = CA?. 


[证 明 ] 延长 NP , 交 辅 助 圆 于 p ,连结 pT , pC. 
那么 pT 与 轩 相 切 ，( 命 题 15) 


BrELZ CoT BAH; (Eue. M. 18.) 
CN: CT = Cp? (Euc. V. 8.) 
= CA*. [52] 
[证 法 二 ] [如 图 3 - 16b, HEIHLLLISBIL AURA E 8S IRL LE 
E C.P,T,.N.AA MEC, p, t, n, a 的 射影 . 
那么 pr 与 圆 相 切 ， (SER 5) 
所 以 一 ept ÆA, CEuc. Ill. 18.) 
同时 一 cap 也 是 直角 ;( 命 题 0) 
cn'etzcp^; (Euc. M. 8.) 
en* ct = eg’, 


CN-CT- CA. (命题 8) 


Qo 


B3- 16b 


i — 


1. & p 是 辅助 加 上 对 应 于 P 的 点 ,5y 是 到 p 点 处 切线 的 垂 线 [5 是 
WAWR A, y EEE]. RHE: Sy = SP. 
2. 【如 图 3 - 16a, ] 通 过 N 和 了 A. ANE 
点 处 的 切线 成 直角 .] 
3. 设 CY,AZ 分 别 是 从 椭 轩 的 中 心 和 长 轴 一 端 到 林 困 上任 一 点 P 处 
切线 的 垂 线 [ 垂 足 为 上 和 ZZ]. 求证 : 
人 .47= CYAN. [53] 


命题 17 


如 果 [ 椭 圆 在 其 } 点 P 处 的 切线 交 短 轴 延 长 线 于 1, 且 Pn 


是 从 P dn ELSE SE ER [SEE DS n], W 
Cn Ct = CR}. 


Bi 3-17 
[GER] 作出 以 椭 加 为 其 射影 的 贺 ， 
c.p, t, b, nn' 是 射影 分 别 为 C,P,1,B,n 的 点 . 
连结 cp, W pi’ 与 圆 相 切 , (命题 5) 
所 以 人 cpt' 是 直角 . (Euc. M. 18.) 
又 区 为 人 enp UAE BOR, Cn g) 

cn' * et! =cp? (Euc. VI. 8.) 
- cb? 


[54] A CntCE- CB. (命题 8) 
命题 18 


如 果 [ 椭 圆 在 其 ] 点 P 处 的 法 线 与 过 [中 心 ]C 且 平 行 于 Pp 
点 处 切线 的 直线 相交 于 下 ,与 短 轴 相交 于 g ,那么 
PF -PG = CB’, PF-PgzCA!. 
[证 明 ] 和 作 PNR 和 Prnr[ 分 别 ] 垂 直 于 [长 , 短 ] 轴 , 交 CP 于 
R 和 ,并 设 P 点 处 的 切线 交 轴 于 了 和 +， 


因为 ZN 和 .LF 都 是 直角 ,所 以 G, N, R, FARR. 
(Euc, lll. 31.) 
PFPC - PN-PR  (Euc. Il. 36.) 
=s Can't (Eue. M. 34.) 
2CB. (命题 17) 


类 似 地 ， 
PF- Pg = Pn: Pr 
2CN*CT (Euc. I. 34.) 
= C42, 
问 — 8 
1. [WE 3— 18, JA g 点 到 SP RSP IER gK E RS K] RIE: 


PK = CA. 
2. HURLNEITER AS P 处 的 切线 交 长 轴 于 了 ,[ 如 图 3 - 18,] 那 必 
CF: PT 等 于 从 两 个 焦点 到 P 点 处 法 线 的 垂 线 长 的 姜 积 . 
命题 19 — 
[如 图 3-19, 设 椭圆 在 其 任意 点 P 处 的 法 线 交 长 轴 于 @G， 
交 短 轴 于 g ; PA ENCTdCÓh. ERA N; Mti C 作 CF SEN 


[55) 


于 法 线 , 垂 足 为 下 ,又 设 椭圆 的 离心 率 为 e ,那么 ] 
GN: CN = CB: CA?, 
CG = ce CN, 


m3-19 


[UER] 延长 PG , 交 短 轴 于 g, 作 CF 平行 于 忆 点 处 的 切 
线 , 交 Pg 于 下 .那么 
GN:CN - PG:Pg (Eue. V. 2.) 
= PF: PCG:PF Pg 
= CB^:CA*. (命题 18) 
进而 ,上 [从 上 式 利用 差 比 定理 ,可 得 ] 
(CN - GN): CN = (CA? - CR?) : CA?; 
CG:CN = CS?:CA?; (命题 9) 
CG =e CN. (RE T) 


问 E 


[参看 图 3- 19] 
1、 如 果 [ 梢 圆 在 其 点 ] 忆 处 的 切线 和 法 线 分 别 交 长 轴 和 得 轴 了 于 了, ， 


C, g. 求证 : 
(a) CEO: CT = 0S23 
(b) Cg: Ct - C87; 
(c) Tg, iG 成 直角 . 
2. 求证 ; NG* CT = CB?. 
3， 从 本 命 古 导 出 对 于 抛物 线 的 相应 命题 , 即 NG = 245. 
4. 在 椭 因 上 求 一 点 P, 使 PG 平分 CP 与 PR ARA. U56] 


命题 20 


如 果 从 [椭圆 在 其 点 ]P 处 切线 上 的 任 一 点 作 OF EEF 
Ei, OU 垂直 于 SP ,那么 SU =e*Of. 【亚当 斯 性 质 } 


5 证 明 ] [ 设 切线 与 准 线 的 交点 为 Z ,] 连 结 SZ , 作 PM Æ 
ECTUER [3E EN M]. 
Z ZSP 是 直角 ,.( 命 题 10) 
ZS X fr T OU; 
SU:SP = Z0:ZP  (Euc. V. 2.) 
= 0N: PM, (Euc. VI. 4.) 
但 是 
SP=e PM, 
SU = e "Of. 


问 o Em 


如 果 P 点 处 的 切线 与 两 条 淮 线 相 交 于 Z,Z' IRAMA ZA ZaSP H 
[57] ERLE SP 上 ] 截 得 的 部 分 等 于 44" 


作 图 题 21 
从 桥 圆 外 一 点 O 作 两 条 切线 00 ,OQ'. 


HH 3— 21a 


[88] fF OI 垂直 于 准 线 [ 竺 足 为 门 . 
以 [焦点 ]5 为 圆心 .e 01 为 半径 [e 为 离心 率 ] 作 圆 ,并 且 
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作 国 的 切线 OU ,OU UHRA U, U]. CEuc. M. 17.) 
fF SZ 垂直 于 SU , ERT Z .连结 ZO , 交 SU 于 0., 作 
QN 垂直 于 准 线 {[ 惟 足 为 N].(Euc. V. 2.) 
那么 
$Q:SU = QZ:0Z 
= ON: OF, 
^e SO:OQON= SU:OF - e:1; 
所 以 Q EREE. 
XB 0sZ 是 直角 ,所 以 OQ 与 椭圆 相 切 (命题 11) 
类 似 地 可 作出 第 二 条 切线 00 [58] 


{解法 二 】 [如 图 3--21b,] 以 08 为 直径 作 四 , 交 辅 助 圆 于 
Y 和 了 .那么 人 SYO 是 直角 (Euc. Ill. 31. ) ,因而 OY 与 椭圆 相 
HORE 14) .类 似 地 ,0Y 与 椭圆 相 切 ， 

{解法 三 } [如 图 3- 21c,] 以 0 为 圆心 .05 SEBEN, 
再 以 3 为 圆心 ,44 为 半径 作 第 二 个 圆 ,与 第 一 个 圆 相 交 于 点 U 
AU EH S'U,S'U' , 交 椭 加 于 0@ 3n. Q', Wu 

LO0U= LA005, (Eue. I. 8.) 
— 6 — 


Hl 3—21c 


AT OQ 5 EE THE. (命题 13) 
{59} 类 似 地 , 00'E SR RHAH. 


问题 22 
[椭圆 的 ] 切 线 OQ ,OQ' 对 于 能 点 $ 的 张 角 OSQ , OSQ' 38 


W 3-22 


[证 明 ] 作 OU,OU' ,07 ,使 它们 分 别 垂直 于 $8 , SQ' 和 
线 [ 垂 足 为 U, U'I]. 05 .那么 


e*OI “(命题 20) 
SU'; 《命题 20) 

<n OU = OU';  (Euc. I. 47.) 
^ ZOSU = /0SU', {Euc. I. 8.) 


SU 


tt 


Bp 
L050 = LOSQ. 


em E 


[参看 图 3- 22] 

1. 设 090' 延 长 后 , 交 准 线 于 外 .求证 ;OSK 是 直角 . 

2， 设 [ 椭 则 的 ] 焦 点 弦 两 端的 切线 与 一 顶点 [4 ] 处 的 切线 相交 于 点 
Ti, T4 ,求证 :47 ATa = AS?, 

3. 已 知 00 ,00' 是 椭 回 的 两 条 固定 切线 .一 条 变动 的 切线 与 它们 相 
ZTA g,9' ORE: Z 952! HE. 

4. 设 [椭圆 的 ] 一 条 焦点 弦 两 端的 法 线 相交 于 点 丈 , 对 应 切线 相交 于 
点 2. 求 证 : Z 通过 另 一 焦点 . 

5. iX 00,0Q' EAO 点 所 作 [ 烽 园 ] 的 切线 ,03 37 QQ'T R. fE RZ 
平行 于 [长 ] 轴 , 交 准 线 于 Z. 求 证 : 02 和 0'2Z 对 于 轴 的 阐 角 相等 . [60] 


命题 23 
[椭圆 的 了 切线 OQ ,OQ' 分别 与 03 ,OS' 次 月 相等 ， 


图 3~23 


[证 明 ] 连结 SQ.SQ'.S'Q. S'Q'.SEK S'Q'IIW,3EiS 
S8' 与 30 相交 于 天 .那么 
ZS'OQ = Z0Q'W - LAOS0 (Eue. 1. 32.) 


l sow - 1l 7Qos'Q' (命题 13,22) 
2 2 


XZS'KQ. (Eue. 1.32.) 


H 


类 似 地 ， 
L500 = 地 人 SKQ， 
S00 = ZS'0Q'. (Ew. I. 15.) 
问 题 


1. 己 知 椭圆 的 两 条 切 织 和 一 个 焦点 , 求 中 心 的 罗 迹 .， 
2. [如 图 3- 23,] 在 00,00' 上 取 OR, OR" ,使 它们 分 别 等 于 OS, 
[61] 08' .求证 : RR' 等 于 椭圆 的 长 轴 . 


命题 24 


椭 园 的 任意 一 组 平行 弦 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 通过 中 心 的 线 
段 ;在 这 线段 每 一 端点 处 的 切线 平行 于 这 些 弦 . 


k 


H3-24 


[证 明 ] 作出 以 这 椭圆 为 射影 的 圆 . SR FT 5189 


中 点 ,是 圆 的 一 组 平行 强 中 点 的 射影 . (命题 8 和) 

在 圆 中 ,这 些 中 点 在 一 条 通过 圆心 c 的 直线 cv 上. (Eue. 
mM. 3.) 

co 的 射影 是 一 条 通过 椭圆 中 心 C 的 直线 CVY，( 命 题 a) 

EAF, o 与 圆 的 每 个 交点 处 的 切线 都 与 原来 的 那些 弦 平 
行 ,因为 大 家 都 垂直 于 ceo. (Enc. Dl. 3M 16.) 

所 以 在 椭 贸 中 同样 成 立 .命题 y 和 68) 

定义 ”一 组 平行 芯 的 中 点 的 轨迹 叫 向 直径 ， 

Hi: 术语 “直径 "和 ”* 轴 "也 常用 来 圳 示 直 径 的 线段 长 或 海 轴 被 曲线 截 
得 的 线段 长 ， 

定义 ”被 一 条 直径 (CP ) 平 分 的 芍 (00’) 的 一 半 (8 了 下 叫做 
ik d NUR. (2] 


命题 25 


PO ERE] GE — 35 09 P9 55 09 07 E IR Xm T 3E 4 EE EO f 
上 . 


H3-25 


[证 明 ] it 08 ,00' 是 切线 ,连结 CO , 交 OQ' T V. 

作出 以 这 椭圆 为 射影 的 圆 ,并 设 0,0, 0' C, V 是 o,g， 
qc, 的 射影 ,连结 cg Leg. 

那么 oq ,og' SAHI. (命题 5) 


F 


eg = 9q. 


. (Eu. ll. 36.) 
» eq = Leeg". 


(Euc. I. 8.) 
qv = q'v. (Euc. lI. 4.) 


QV = Q'V. {命题 2) 
问 题 


1， 设 椭圆 在 其 一 点 P 的 切线 交 [ 顶 点 ]4 处 切线 于 了 .求证 : CY 平行 
Fa'P. 


[63] 2. AEE, ] 若 CP 交 淮 线 于 了 , 则 zs 垂直 于 QQ'. 


命题 26 
i& OV 是 [椭圆 的 ] 直 径 CP 的 一 条 纵 标 线 [C 是 中 心 ,P 
fci IN. LE ),35 O 点 的 切线 交 直 径 CP T O , Wn] 
CV:CO = CP}. 


Œ 3- 26a 


[HERA] 作出 以 这 椭圆 为 射影 的 圆 . 设 6.9.0. p, o 的 射 
影 分 别 是 C,0,0,P,V. 连 结 cq ,延长 qe ZAF g. 
那么 og 是 切线 ， (命题 5) 
好 "被 > 点 平分 ，【 命 题 B) 
Zeg 是 直角 ， (Ew. M. 3.) 
一 cge 也 是 直角 ， (Euc. M. 18.) 


c»*co = cq?^, (Euc, M. 8.) 
ev*eo = cp, 


CV-CO = CP. (命题 8) [64) 


0. R 0 


E 3- 26b 


[证 法 二 ] [加 图 3- 26b ,] 作 点 P 处 的 切线 , 交 00 FR. 
作 PW 平行 于 08, 交 QV FW. 
连结 PO,RW. 
" PROW 是 平行 四 边 形 ， 
= RW 平分 PO. 
- RV 通过 中 心 . (命题 25) 
,由 相似 三 角形 得 

CV: CP = CW:CR 

= CP:C€0, 

"  C€V:CO = CP. 
RTRBAAEHESCNECAIT RSAJXRZUSC. 
这 个 证 法 是 剑桥 至 约 输 学 院 院 长 发 现 的 ， 


i m" 


(STE 5 -26] 
L. Ut 所 平行 于 PO, 交 CQ FROR: PR 平行 于 9 点 处 的 切线 . 
2. { 设 a Mi 是 椭 凤 的 两 条 直径 ,如 果 a 平分 平行 于 8 ROSE o 也 平 


分 平行 于 a 的 纺 , 就 说 a Mo EHHA. ] 设 精 圆 在 其 任 一 点 三 的 
We&xs —o dts BELT DOE T" .求证 :三 角形 TCP 5S TTCP 面积 之 比 为 
[65] cr*: cr'?. 


命题 27 


Lig e rab 25 C, BR. CP 平分 平行 于 CD 的 弦 ,那么 
CD 也 平分 平行 于 CP B95b. 


图 3- 27 


LURA] 作 AQ 平行 于 CD , 交 CP TVs 
旭 408 tit V 点 平分 
连结 AQ, CD FW. 
AX AQ 被 了 点 平分 ， 
AA SEC 点 平分 ， 
A'Q 平行 于 CP. 
又 ~ CD 平行 于 A0， 
E A4' 被 C 点 平分 ， 
~ A'O 被 仁平 分 . 
CD 3-4) i£ A'Q ,而 这 艾 是 平行 于 CP H. 
CD 平分 所 有 平行 于 CP 的 蓄 .( 命 题 24) 
定义 如 果 两 条 直径 之 间 , 每 一 条 都 平分 平行 于 另 一 条 的 
弦 EE e C100 AC de 48 
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注 :点 处 的 切线 平行 于 CD,D 点 处 的 切线 平行 于 CP. (命题 24) 
问 — 


1. 作 椭 赔 的 等 长 共 轿 直径 . 
2. 焦点 是 由 两 条 共 因 直 径 与 准 线 围 成 的 三 角形 的 垂 心 . [66] 


命题 28 
HA HRR ,是 圆 中 互 成 直角 的 直径 的 射影 . 


HB 3-28 


[证 明 ] it CP.CD 是 共 斩 直径 , 作 蓄 9VQ' 平 行 于 CD ,并 
设 它 在 六 点 被 平分 .作出 以 这 椭圆 为 射影 的 圆 ,并 设 D.Q.P. 
0',F,C Ed, q, p, g, v, c 的 射影 .那么 
cd FIF gr, (命题 y) 
H gq' 被 v 平分 ， (命题 8) 
c» SEPT qq, (Enc. Wl . 3.) 
cp €& BT ced. 
EALLA HEREHEREA, BEFETTE 
[下 面 的 ] 命 题 如 ,例如 可 得 : 
1. WE P'CP 和 CD 是 两 条 共 辆 直径 ,RR 是 椭 图 上任 一 其 他 点,PR， 
P'RX CD 或 CD HEKA TT, t. RE: CT C= CD. 
2. & CP. CD, CQ. CR ALKENA EUER (8 3E P 点 处 的 切 
线 交 CQO,CR 于 了 ,那么 PT Pez CD. [67] 


定义 ”连结 椭圆 上 一 点 (0 和 一 条 直径 (PCP' ) 两 端的 两 条 
3E CQP , QP' ) ,叫做 互补 纺 . 


命题 29 
EGMEG3TTGBÉEG. 


图 3-29 


LERA] 作 直 径 CL, CM FITE PO, oP, 5 dh 
相交 于 Y 和 站 .那么 
PV:VQ- PC:CP'. (Euc.V. 2.) 
. PVF= ro. 
CL 平分 所 有 平行 于 PQ B)3E, (命题 24) 
即 
CL// CM. 
类 位 地 , CM 平分 一 切 平行 于 CL WR. 
^M CL, CM RARER. 


问 S 
[68] MUHE- P3 HSETIUXLE 008 28 31 fii Re — x Ha BEES. 
命题 0 


i& QV 是 [椭圆 的 ] 直 径 PCP 的 纵 标 线 , CD 是 平行 于 OV 


的 直径 ,那么 
QV^: PV: P'V = CD'iCP?, 


g 


图 3-30 


证明] 和 作出 以 这 椭圆 为 射影 的 图 ,并 设 P, VC, P,Q, 
D 是 p,v,c, p, q, 的 射影 . 

因为 CP ,CD 是 共 辆 直径 ， 

所 以 人 pcd RAM. (MR OS). 

但 是 qv 平行 于 cd， {命题 y) 


所 以 qv S UT cp, 
qv) - po*p's. (Eae. W. 3 $0.35.) 


qu^: pv* p'o = cd? p? 

但 是 
qed?2QV:CD. (MAE y) 
potp'o:ep? = PV. P'V:CP?, (命题 y) 
QV?: PY P'V = CD^: CP. 

ig 题 
[如 图 3-30,] 在 QV gk QV 的 延长 线 上 可 一 点 中 ,使 VR: VQ = CP: 
CD EAE: R 的 轩 迹 是 椭圆 ,并 求 其 轴 的 位 置 . 


命题 31 
在 三 角形 CPN 和 CDER m, 


[69] 


CR:PN - CA: CB, CN: DR = CA: CB. 


[证 明 ] fESRHAIN, 
延长 NP, RD , 交 辅 助 贺 于 p 和 a. 
连结 Cp, Cd. 分 别 作 因 和 椭圆 的 切线 pT, PT, 则 其 交点 
[TS E. 《命题 15) 
那么 PT 平行 于 CD. {命题 24) 
eo 三 角形 TNP 和 CRD 相似 ， 
“TN:CR= NP:RD =Np:Rd, (命题 4) 
H ZTNpzZCRd. 
- 三 角形 TNp 和 Cad 相似 ， (Euc.Vl. 6.) 
pT // Cd. 
e pd 6pT- 直角 . 
因而 一 Apc 与 一 dCR 相等 ,都 等 于 pCN 的 余 角 . 
三 角形 pNC 与 CRd 全 等 ， (Eue. I .26.) 
pw = CR. 
但 是 
pN:PN = CA: CB, 
CR: PN = CA: CB. 


类 似 地 
CN: DR = CA:CB. [70) 


命题 32 


[ 设 CP 和 CD INIEL GS SESE ELS, CA 和 CB. 是 半 轴 , 那 
4] 


CP? + CD? = CA? + CB?. 


[EA] FA. 
延长 NP , RD, ZAF p ld. 
连结 Cp, Cd.RA 
DRi:CN?- CB2: CA?, {命题 31) 
PN?: CR? = CB':CA?, — (命题 31) 
DR? + PN*: CN? + CR? = CB?: CA?. 
但 是 
CN? + CR? = CN? + pN? = CA?, {命题 31) 
DR? + PN? = CB?. 
现在 可 得 到 
CP? + CD? = CR? + CN? + DR? + PN? 
l 一 73 一 


= CA? + CB7. 
问 题 


命题 31 
如 果 [ 椭 贺 在 其 点 ]P 处 的 切线 变 长 轴 于 了 ,并 证 如 是 从 [中 心 15 到 
这 切线 所 作 垂 线 的 重 足 ,求证 : 
CQ- QT: CT? - CN PN: CD. 
HHEH: 
(a) P6: CD = CR: CA; 
(b) Pg:CD = CA: CB, 
(c) PC Pg = CD. 
命题 32 
y. 求 一 对 共 思 直 径 之 和 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
2， 设 CP,CD EKRAR. 如果 PC, DH 是 在 P 点 和 上 D AREA, E 
[71] 证 ; Pc? + DH? 是 常数 ， 


命题 33 


[ 棋 圆 的] 一 对 共 诡 直径 端 点 处 切线 围 成 的 平行 四 边 形 的 面 
积 是 常数 ,[ 且 若 PF ÆP 到 CD HERK, M] 
PF-CD- CA: CB. 


[证 明 ] 设 QRST 是 外 切 平 行 四 边 形 ,那么 它 的 边 平 行 于 
[ 共 恩 直径 ] CP. 或 CD . (命题 24) 

作出 其 射影 为 椭圆 的 加 ,并 设 点 p, c,d, gor 等 等 的 射 
RE P,C,D,Q,R 等 等 . 

那么 pcd 是 直角 ,因为 CP 与 CD 互相 共 辆 ，《〈 命 题 28) 

[ 四边形] grst 外 切 于 这 个 圆 ， {命题 3) 

因而 它 的 边 平行 于 cp 或 cd， (命题 7) 

所 以 grst 是 正方 形 , 它 的 面积 等 于 直径 的 平方 ,因而 面积 为 
常数 . 

所 以 QRST 的 面积 也 是 常数 ， 【命题 =) 

又 因为 这 个 平行 四 边 形 的 面积 等 于 APF CD, 而 当 CP, 
CD 是 轴 时 ,面积 为 4C4.CB， 

PF*CD = CA* CB. i1 


命题 34 


设 椭圆 的 两 条 弦 相 交 ,那么 两 东 各 自 被 分 成 两 线段 的 乘积 
与 平行 半径 的 平方 成 比例 . 


图 3-34 


[证 阴 ] 设 900' ,050 了 是 纺 , CP, CR 是 平行 于 它们 的 半 
径 . 
作出 以 椭圆 为 射影 的 贺 , 并 设 4, 0, 9 等 等 的 射影 是 0， 


0 ,0' 等 等 ， 
在 圆 中 ,go*og’=uo'ou’, (Ewe, Ill. 35.) 
并 且 有 cp? = er?, 


qo * og' uo * ou' = cp: er?. 


但 是 
qo'oq :cp2= 00:00':CP?， (命题 7) 
以 及 
uo* ou' ier?! z UO* OU' : CR?, {命题 y) 
Q0: OQ' : UO * QU' = CP: CR. 
问 题 
命题 33 
[参看 图 3- 33] ` 


l. PG- Pg = CD, CE d RS 18) 

2. SP-SP' = CD. 

3. CD-SY - BC SP. 

4. BRRR REIS TCD ECT. CP. 如果 作 DO 平行 于 SP, CO EE 
于 DQ, 求证; CQ 等 于 短 半 轴 . 

S. 从 D 点 到 以 短 轴 为 直径 的 图 作 切 线 .求证 :这 些 切 线 平 行 于 P 点 

[73] 的 焦 半径 ， 
命题 34 

1， 有 从 椭 疾 外 一 点 所 作 两 条 切线 长 度 之 比 ,等 于 是 行 于 它们 的 两 条 半 
径 的 比 . 

2. im5R— T BrLXE R6 [8] -F- VU ex ,那么 连结 交点 的 两 条 汞 对 于 轴 的 斜 角 
相等 . 

3. 设 一 个 图 切 梢 圆 于 PAQ. RE Po 平行 于 [椭圆 的 ] 一 个 轴 . 

4. 从 命题 34 导出 命题 3 和 命题 30. 

5. Yt PO. PQ' REL BEI «| ] 5s ib FEN, 9 8 38 S B9 3k R E: AE 
PQQ' ff HEIN 55x AR EO a ERE P comu. 


u* aT 


PY 双 曲 线 是 到 一 定点 (5S) 的 距离 与 到 一 定 直 线 (XM ) 
的 距离 (PM) 之 比 (e) 为 大 于 1 的 常数 的 点 (P) 的 轨迹 ， 
(SP2e*PM.) 
5E CS)m gt gs 
sg E £RCXM ) 叫 做 准 线 ， 
sg Ce) niji e s [74] 


课题 1 


作 双 曲线 上 的 点 . 
过 艇 点 且 垂 直 于 准 线 的 直线 是 对 称 轴 。. 
求 顶 点 4 和 4'， 


[ 解 ] MEA S TESX 垂直 于 准 线 [ 垂 足 为 X ). fE XS 的 分 
点 4, 使 
SA = e*AX; 
再 在 SX 的 延长 线 上 取 点 4', 使 
SA' = e*A'X. 

那么 4 和 4' 是 曲线 上 的 点 ， 

在 直线 44' 上 和 任 取 一 点 N, 以 5 AMG, e NX 为 半径 作 
圆 ,过 六 作 直 线 PAP EETA ZAF P me, wW parE 
双 曲 线 上 的 点 . 作 PM, PM EATHRIEEA M, M]. 

SPze:NX-e*:PM, 
SP'ze:NXz-e:P'M'. 

这 样 , 对 应 于 直线 AA' 上 任 一 点 六 ,我 们 得 到 两 点 PAP, 
它们 在 AA' 异 删 ,并 且 到 它 等 丐 离 . 所 以 双 曲 线 关 于 AA 对称， 
BD 44 "是 一 条 [对 称 ] 轴 ,点 4 和 4' 是 顶点 . 

注 : 可 以 证 明 , 当 吉 在 困 44' 上 得 不 在 4 Saip, Eae P 相 
X. BW REM A 与 沙 委 直 于 轴 的 两 条 直 线 的 外 部 ,向 两 侧 无 限 延 

[75] ip. (E NEGO 


命题 2 


如 果 [ 双 曲线 的 ] 弦 PP' [的 延长 线 ] 交 准 线 于 天 ,那么 SK 
平分 SP 与 SP' 的 夹 角 . 
[证 明 ] 连结 SP , SP, 5K ;延长 PS 到 pfp 是 与 双 曲 线 的 
交点 ] ,并 且 作 PM , PM SE EE EZR [389 M a MP). EZ 
SP -e*: PM, 
SP'ze:P'M'. 
SP:SP' = PM: P'M' 
zPK:P'K, 
其 中 最 后 一 步 利用 了 相似 三 角形 PKM HIP'KM'. 
所 以 SK 平分 人 P'Sp,(Eue. M. A.) 


图 4-2a [76] 


图 4-2b 


类 似 地 ,[ 如 图 4- 25, ]H5 P 和 PP 在 双 有 曲线 的 不 同 分 支 上 ， 


SK 平分 PSP'. 
[练习 ] 求证 :一 条 直线 与 一 条 双 曲 线 只 能 相交 于 [至 多 ] 两 点 . 
问 题 
命题 


1， 在 一 条 图 锥 曲线 中 ,如果 [ 从 曲线 上 任 一 点 PJE PR 平行 于 一 条 
定 直 线 , 交 准 线 于 R ,那么 SP: PR 是 常数 ， 


2.， 如 果 一 个 椭圆 -条 抛物 线 和 一 条 双 曲 线 有 相同 的 交点 和 准 线 ， 
那么 酉 圆 完 全 位 于 抛物 线 的 一 侧 ,而 双 曲 线 位 于 抛物 线 的 另 一 全 . 
3， 在 一 条 贺 锥 曲线 中 ,过 焦点 的 芍 被 焦点 和 淮 线 调和 分 割 . 
命题 2 
L 求证 :一 条 直线 与 一 条 轿 难 曲线 只 能 相交 于 [至 多 ] 两 点 . 
2 在 一 杀 圆锥 曲线 中 ,将 曲线 上 两 个 定点 P,P 与 曲线 上 一 个 动 点 
【77] 9 相连 ,并 设 直线 Po ,PC 交 淮 线 于 p,p' ,那么 人 pSp' 的 大 小 一 定 . 


命题 3 


E PN 是 双 曲 线 上 一 点 P 的 纵 标 线 , 则 PN?: AN ,A'N 是 
定 比 ， 


图 4-3 


[证 明 ] 连结 PA, PA ,必要 时 延长 之 , 设 此 二 直线 交 淮 线 
FKK. 
[78] 连结 SP, SK, SK' ,并 且 延 长 PS 到 [与 双 曲 线 相交 于 点 ]p. 
由 相似 三 角形 PAN , KAX ,得 
PN:AN = KX: AX; 
由 相似 三 角形 PA'N, K'A'X 18 
PN:A'N= K'X:A'Y, 


eo PN*AN-A'N = KX-K'X:AX-A'X. 
但 是 SK 平分 一 4Sp (命题 2), SK 平分 一 4SP( 命 题 2)， 
Z KSK HEH: 
KX-K'Y-25X^; (Eue. M. 8.) 
. PN:AN-:A'N = SX: AX A'X. 
上 式 右 边 的 比 是 一 个 定 比 . 
定义 [R A4' 芍 中 点 C,] 作 CB 垂直 于 44' ,并 在 垂 线 上 
取 点 BB ,使 CB?: CA? 等 于 上 述 定 比 .那么 
|. AA'n fict de. 
2. C 叫做 曲线 的 中 心 . 
3. CB W| goce d. 


这 样 一 来 ， 
PN2 AN’ A'N = CB?: CA?, 
jg) m 
l. i PNP' 是 桥 回 的 一 条 双 纵 标 线 [4 和 A' 是 顶点 ]. 求 AP 5 A'P' 8 
交点 的 轨迹 . 


2. [满足 CB = CA 的 双 曲 线 叫 佑 直角 双 曲 线 .求证 ;] 在 直角 双 曲 线 
中 ,PN? = AN*A'N, 


3. 设 PNP 是 直角 双 曲 线 的 一 条 又 纵 标 线 [4 MARRA] REM 


PAP' , PA'P' 互补. 

4， 设 圆 在 其 任意 点 P 的 切线 与 一 条 定 直径 48 的 延长 线 相交 于 点 
了 ,求证 :过 了 点 而 垂直 于 此 直径 的 直线 与 4P ,BP 的 延长 线 的 交点 在 某 条 
EH XB E. 


命题 4 


通过 轴 ACA' , BCB' 端 点 作 垂 线 , 围 成 矩形 ,将 矩形 对 角 线 
延长 ,与 纵 标 钱 NP 向 两 侧 的 延长 线 交 于 p ,p' ,那么 Pp Pp' = 
CB?. 

TE B , LARMER, ARRS RART 
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它们 相交 ，, 且 其 间距 离 可 减 小 到 小 于 任何 [指定 的 ] 有 限 长 度 . 


[证 明 ] 设 [分 别 ] 过 4 和 8 而 平行 于 轴 的 直线 相交 于 点 
及 ,并 设 Pp XARF P. 
那么 PP' , pp BEAN 被 平分 . (命题 1) 


pP’=p'P. 
但 是 
pP'pP'- Np? PN’; (Eue. D. 5.) 
[80] SO pPep'P -2pN?- PN?, 
现在 pN?: CN? = AR?: CA? 
= CB?: CA?, 
又 因为 
PN?:AN-A'N = CB CA?,. (命题 3) 
By 
PN':CN?- CA? = CB^:CA?.  (Euc. Il. 6.) 
由 此 得 


pN? ~ PN?: CA? = CB?: CA7, 
pN?- PN? = CH’; 


= pP'p'P = CB}. 

因为 乘积 pp -p'P 是 常数 ,其 中 的 一 个 因子 p'P[ 当 曲线 向 
远方 伸展 时 ] 一 路 增 大 ,所 以 pP 一 路 减 小 ,最 后 变 成 小 于 任 一 
有 限量 .又 若 作 Pn 垂直 于 [矩形 对 角 线 ] CR, 则 Pr: Pp EE 
IE, BrUL Pn 也 持续 减 小 ,最 后 变 成 小 于 任 一 有 限 长 度 . 

定义 ”如果 一 条 曲线 持续 赵 近 于 一 条 固定 直线 但 不 与 它 实 
际 相 交 ,而 使 到 此 直线 的 距离 能 最 后 变 成 小 于 任 一 有 限 长 度 ,就 
说 这 条 直线 是 曲线 的 一 条 渐 近 线 . 

定义 ” 当 双 曲线 的 两 条 渐 近 线 成 直角 时 ,此 曲线 称 为 直 久 
双 曲 线 .在 直角 双 曲 线 中 ,两 个 轴 [ CA 和 C8] 显然 相等 .所 以 这 
种 曲线 有 时 也 叫做 等 轴 双 曲线 - 

JERALA A A M h (Rectangular hyperbola) S8 "5 X, R.H. [$1] 


命题 5 


XU ER XT JC B RS, EL TUE E — 1 SUR — OE SR. 
通过 C 点 的 所 有 弦 都 被 C 点 平分 . 


[证 明 ] 作 纵 标 线 PN ,并 [在 轴 上 向 C 点 异 侧 ] 取 ON" = 


CN. 
因为 P 在 双 曲 线 上 ,所 以 CN > CA. 
o CN' > CA. 
因而 过 N 的 垂 线 与 双 曲 线 相 交 . 
设 其 交点 为 严 ,那么 
P'N' :AN' -A'W = PNT: AN A'N,— (命题 3) 
但 是 
A'N' = AN, AN' = A'N, 
AN'  A'N' = AN* A'N 5 
P'N" = PN2， 
[82] nO PN = PN. 
连结 PP' , 交 CB EX CB IB REIZR T n. 
那么 P'nP 平行 于 轴 , 因 而 垂直 于 BC , 且 Pn-P'"n. 
因此 ,对 应 于 戏曲 线 上 任 一 点 P.XE CB 的 异 侧 存在 双 曲 线 
ERIA P ,使 得 PP' 被 CB 3EPDEAE BIA BR ER OST 31 0 
对 称 ， 
如 果 我 们 [在 长 轴 上 从 中 心 € 向 两 侧 ] 取 CS EF CS, CX! 
SET CX ,并 且 过 六 作 直 线 垂直 于 A ,那么 双 有 曲线 也 可 描绘 成 
83] 以 所 作 直 线 为 准 线 S 为 焦点 ,离心 率 与 前 面相 同 ， 


命题 6 


[ 设 双 曲线 的 中 心 为 C, S875 AA' ,焦点 为 5 和 5$ ,离心 率 
为 e ,直线 44' 与 两 条 准 线 的 交点 分 别 为 XY 和 X', 则 有 ] 

SA =e'AX, CA =e'CX, 

CS e:*CA,CA! S CS-CX. 
[证 明 ] 因为 A 和 4 是 双 曲 线 上 的 点 ， 

SA =e'AX, (EX) 
sd =e 4 (定义 ) 
-zet'ÁX'. 


E 4-6 


两 式 相 减 , 得 
AÁ'-e* XX' i 
: CA -e-CX. D 
收 为 两 式 相 加 , 则 得 
SS'-2e*AA', 
= CS-e:04. D 
DHOAMUXN RE, SOAR, 又 得 到 ] 
CA! s CS- CX. © 
注 : 在 环 题 图 形 中 ,高 心率 的 为 2.2, 而 在 命题 5 的 图 形 中 ,离心 率 只 
有 1.1, 同 学 们 要 注意 这 个 差别 吞 样 影响 到 点 5,A,X 的 相关 位 置 和 整个 
DARRER. ARNt, CR =2C4; 而 在 前 一 命题 图 形 中 ,C4 =2C8. 


i Æ 


1 如 果 [ 双 曲线 的 ] 一 条 新 近 线 交 准 线 于 呈 , 则 CE = CA. H CES 是 
E. 

2 如 果 [ 过 双 曲 线 土 任 一 点 PME Pp 平行 于 渐 近 线 , 交 准 线 于 p, 那 
么 Pp= Sp. 


— 835 一 


3. 已 知 [ 双 曲 线 的 ] 横 轴 和 共 移 轴 , 求 焦点 和 准 线 ， 
4. EL 44' 为 直径 的 图 与 [ 双 有 曲线 的 ] 准 线 的 交点 ,同时 也 是 与 渐 近 线 
[84] 的 交点 . 
课题 7 
[ 设 双 曲线 的 焦点 为 $ 30S" , 横 轴 为 AA'LP 是 双 曲 线 上 的 


任意 点 , 则 ] 
| S'P -SP | = AA'. 


双 曲 线 的 极 械 作 图 法 . 


Hl 4- 7a 


[ 解 ] 作 PMM'SEEUCT MEER (3E 9g M RM" ], 则 
SP =e* PM, 
SP =e- PM'; 
| S'P - SP | =e: MM' 


=e*XX' 
= Ad'. [35] 
因此 得 到 以 下 的 机 械 作 图 法 . 
设 SK 是 一 根木 杆 , 在 点 S 处 装 有 铵 链 ,SPK 是 一 根 弦 ,两 
端 固定 在 S 和 于, 并且 在 [ 杆 上 一 点 ]P 处 被 拉 紧 .那么 
SP+PK= 常 数 ， 
并 且 
SP + PK = 常数 ， 
S'P- SP= 常 数 , 


I | 


L 与 黄 个 定 圆 都 相 切 的 加 的 圆心 轨 秋 是 一 个 椭 国 或 一 条 双 曲 线 . 
2. 已 知 椭 图 的 一 个 焦点 和 这 曲线 上 两 点 , 则 另 一 焦点 的 轨迹 是 一 条 
WAR. l 

注 : 本 章 图 形 可 利用 一 个 木 制 国 惟 被 一 个 三 可 于 底面 的 平面 截 得 , 参 
考 下 章 命题 3. [96] 


命题 8 


在 双 曲 线 中 ， . 
CB! z CS?- CA? = SA*SA'. 
[证明 ] 


CS : CA = 5A :47，( 命 题 6) 
CS + CA : CA 5 SA 4 AX : AX 
= 5X: AX; D 
CS: CA = SA! : A'X, (命题 6) 
CS — CA : CA - SA! - A'X : A'X 
= SX : A'X. D 


将 中 式 与 四 式 相 乘 ,得 
CS? ~- CA*: CA? = SX": AX- A'X 
=CB?:CA?. {命题 3) 
CS?— CA? = CB2= AS*:A'S, (Euc. Il. 5.) 
问 题 


1. [求证 :] 在 R.H,[ 即 直角 双 曲 线 ] 中 ,e = 3, C5 = 24C2, C8 = 
2CX. 
2. WME RARR 1— RAR ERF E DO Eb IER T. H, 
[37] 那么 SE = BC ,并 且 SH OF ÁT T AE. 


3E [XR HE — 1-1 8 RUDRUA MR ER LL ) m] fc iE di a. 
命题 9 


[在 双 曲 线 中 ,] 
— ER — 


SL:CA = CB3. 


[证 明 ]  SL*:AS-:A'S- CB: CA? , (命题 3) 
而 AS-A'S = CB, 
SL^: CB? = CB?: CA?, 
SL: CB = CB: CA, 
SL- CA = CB*. 


ja m 


1. 利用 命题 5 和 3 证明 命 是 9. 
2. 在 R.H.[ 直 角 芭 曲线 ] 中 , SL = CA. [88] 


命题 10 


如 果 在 [ 双 曲 线 上 任 一 点 ]P 处 的 切线 交 准 线 于 Z, 那 么 
ZPS 是 直角 ， 

焦点 弦 两 端的 两 条 切线 相安 宪 准 线 上 . 

[证 明 ] 在 双 则 线 上 取 一 个 靠近 P 的 点 P' ,并 设 弦 PP' 交 
ERT KER PS 到 [ 双 曲 线 上 的 点 ]p ,那么 KS ELP Sp. 
{命题 2) 

M P' 与 P 重合 时 (如 图 4 — 108), PPK 成 为 切线 PZ ,SK 
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FH 4-10 


与 SZ 重合 , P'sp 成 为 二 直角 ;因而 一 PS2 为 直角 . 
所 以 ,一 Z5p 是 直角 ,并且 有 是 p 点 处 的 切线 , 即 P 点 和 p 
点 处 的 切线 相交 在 准 线 上 . 


问 题 
[9] 如 果 ZP, Zp 5jiEfESEBUSEIKCELTBEXCE D 和 da, 求证 :SD = Sd. 
命题 11 


如 果 在 [ 双 曲 线 的 任 一 点 ]P 处 的 法 线 交 横 轴 于 G , [并 设 双 
曲线 的 高 心率 为 e, 且 S AMET T HAIR 
SG = e* SP. 
[证 明 ] 作 切 线 PZ[ 交 淮 线 于 2], 连 结 SZ , 作 PM 垂直 
于 准 线 [ 垂 足 为 好 ] ,连结 SM. 
Z ZMP 和 一 25P 是 直角 ,( 命 题 10) 


— 90 一 


图 4-11 


因而 以 ZP 为 直径 的 圆通 过 和 5. (Eue. Il. 31.) 
因为 人 2ZPE 是 直角 ,所 以 PG SIW. (Enc. DI. 16.) 
所 以 同 弧 上 的 [ 纺 切 角 ] 一 SPG = [圆周 和 角 ] Z SMP , (Euc. 
Il. 32.) 
此 外 又 有 一 CSP = ASPM. (Eu. I. 29.) ， 
所 以 三 角形 SPG 与 PMS 相似 ， 
SG: SP = SP: PM; 
SG=e' SP. [50] 


命题 12 


双 井 线 在 其 任 一 点 P 的 切线 和 法 线 分 别 平分 [P 点 处 ] 两 
条 售 半 径 所 成 的 内 角 和 外 角 . 
[证 明 ] 设 TP 是 切线 ,PG 是 法 线 , 交 横 轴 于 了 和 656. 那么 
SG =e*SP， {命题 11) 
S'G=e:S'P, 
Ao 8G:S'G2 SP:S'P, 
因而 Pc FH Z SPS' AS hte. CEuc. V. A.) 
进而 得 到 余人 SPT 和 一 Spy 相等 ,所 以 PT 平分 一 SPS'， 


Ha4-12 
ELLET E CE EE-E- 
i — 8B 
L E AUXCIB A5 — 7 Bo HARE E BUREAU AR RS — E 
点 的 轨迹 . 


2， 恕 果 一 个 构 几 和 一 条 双 虽 线 有 相 岂 的 焦点 ,那么 它们 相交 成 直击 
[91] 【[ 吕 交点 处 的 切线 互相 牌 直 ] 


命题 13 


从 [ 双 曲 线 的 ] 胡 点 到 [这 双向 线 上 任 一 点 ] 处 的 切线 作 
垂 线 {13S7,S'7' ), E gi ik AA' AEEA. 

叉 若 [从 双 曲 线 的 中 心 CHEP 点 处 切线 的 平行 线 CE 25 
S'P 于 五 , 则 PE = CA. 

此 外 还 有 

SY-S'Y' = CB'. 

[UER] 延长 SY, 交 SP 于 WW, 连 结 CY. 

在 三 角形 YPS 和 YPW 中 , YP 是 公共 边 , 直 着 一 PyS， 
Z PYV 相等 ,并 和 且 

YPS = 人 YPW， (命题 12) 

[因而 这 两 个 三 角形 全 等 . ] 


图 4-13 


~ SY-zYW,SP-PW; (Ew. I. 26.) 
因而 S'W PIF CY.(Euc. V. 2.) 
1 


CY =7 


SW (Euc. V. 4.) 
leto 
-(G'P - SP) 


sja (命题 7) 
= CA; 
所 以 了 在 以 A4' 为 直径 的 加 上 . 
类 似 地 ,站 也 在 辅助 回 [ 即 以 44' 为 直径 的 图 ] 上 . 
XAA YCEP 是 平行 四 边 形 ,所 以 
PE =CY= CA. 
R YS' 交 圆 于 y ,连结 Yr. 
那么 [圆周 角 ] 一 ?3Y"y 是 直角 ,因而 Yy 通过 圆心 C.(Euc. 
JH. 31.) 
由 此 得 - 
SY= S'y, (Euc. I. 4.) 
因而 
SY-S'Y = S'y SY 
= AS'*S'A'  (Euc. IM. 35.) 


= CB? (命题 8) 
问 m 
(92) BIERE ET 14 后 面 的 向 题 1-7 对 于 双 曲 线 也 都 正确 . 
命题 14 


若 [ 双 曲线 符 其 ] 点 处 的 切线 交 横 轴 于 了 ,[ PN EATE 
WEES NN,C 是 中 心 ,4 是 一 个 项 点 ,] 则 
CN:CT = CA?. 


图 4-14 


[证 明 ] 作 PMM' 垂直 于 准 线 . 
连结 SP ,SP' .那么 : 
PT 平分 SPS' ， (命题 12) 
ST:S'T -SP:S'P (kuc. V. A.) 
= PM:PM 
= NX: NX; 
ST«S'T:|S'T - STI = NX + NX  iNX' - NX |; 
2C$:2CT -2€CN:2CX; 
CN*CT = CS- CX 


S 
= C4?， (M6) 
问 题 


1、 用 这 里 的 方法 证 明 椭 加 的 命题 16. 

2. 【如 图 4- 14, 从 了 点 ] 作 轴 的 超 线 Tp , 交 辅 助 图 于 p. RE: Np 是 
圆 的 切线 . 

3. 求证 ; CN - NT = AN.NA’. [93] 


命题 15 


如 果 [ 双 曲线 在 其 ] 点 P SERUUI SE SEEEESARERNE RF (, E 
Pn 是 从 P jRERSCUe RR SER EEA n ] M 
€n* Ct = CB?. 


[证 明 ] 作 纵 标 线 PN. 
那么 ,由 相似 三 角形 得 
TN: CT = PN: Gt. 
TN-CN:CN- CT = PN?: Ct PN; 
TN: CN: CA?= PN?:Ct* Cn. (命题 14) 


但 是 TN*-CN = CN? - CT- CN 
= CN? - CA? (命题 14) 
=AN'A'N; (Eue. [. 5.) 
AN* A'N: CA? = PN? 1 Ct Cn. 


因而 ,变形 得 
AN- A'N: PN? = Cd2 Ctt Cn. 
但 是 
AN-A'N: PN? = C47: CB?， (命题 3) 
[94] nO Cn] C = CB, 


命题 16 


过 [ 双 曲 线 的 中 心 ]C 作 直 线 平 行 于 [ 双 曲 线 上 一 ] 点 P Ab 
HIR, BA 点 作 这 平行 线 的 三 钱 PF [E RE) F], Xit P 
PAD E ER 5 SCRIP SER XE TF o ,那么 

PF -PG = CB?, PF-Pg-CA?. 


图 4-16 


[证 明 ] (fF RNP 和 Prn 分 别 重 直 于 两 轴 , 交 CF T R 和 r， 
并 设 P 点 处 的 切线 交 轴 于 了 和 
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那么 ,因为 点 点 处 和 屎 处 的 角 都 是 直角 ,所 以 G,NLF.R 
四 点 共 圆 .{(Euc. M. 22.) 
所 以 PG:PF = PN-PR (Euc. lll. 35.) 
= Cn 人 = CBi. {命题 15) 
又 因为 点 FF 处 和 处 的 角 都 是 直 和 ,所 以 g, 正 ,rn 四 点 
+M. 
PF-Pg = Pn*Pr  (Euc. lll. 36.) 
-CN-CT- CA?, (命题 14) 
注 : 以 后 将 会 看 到 ,这 里 的 直线 CFR, 其 实 就 是 与 CP HRN 
CD. , 195] 


命题 17 


[ 设 逐 曲线 在 其 任意 点 P 处 的 法 线 交 权 和 轴 于 CG; PN ECT 
MH EES 点 ;又 设 椭 贺 的 离心 率 为 e ,那么 ] 
NG :CN = CB CA?, 
CG = e^ CN. 


Hi 4-17 


[证 明 】 延长 6P , 交 共 罗 轴 于 g. 
[从 中 心 € 作 CF 平行 于 P 点 处 的 切线 , 交 Pe 于 下 ,参阅 
图 4- 16. 185.2. 
NG:CN = PG:Pg (Euc. V. 2.) 
= PG: PF: Pg- PF 
-CB:CA. (命题 16) 
进而 ,因为 
NG: CN = CB*:CA?, 
CN + NG: CN = CA? + CB?: CAT; 
CG: CN = C5: CA? (命题 8) 
2e*ud. 《命题 6) 
CC =e CN. 


ie g 
1， 求 证 :0G Cn: Cg ON = BC? : AC, 
2. 在 R.H.[ 即 直角 双 曲 线 ] 中 ,求证 : 
(1? CN = NG; 
[96] (2) PG = Pg = CP. 


命题 18 


如 果 从 [ 双 曲 线 在 其 点 ]P 处 切线 上 的 任 一 点 0 O EA 
于 准 线 , OU SERT SP ,那么 SU = ee*Of.( 焉 当 斯 性 质 ) 
[UEA] [【 设 切线 与 准 线 的 交点 为 2 ,1 连结 SZ , 作 PM 3E 
HETER EEA M). 
那么 ,因为 人 25P 是 直角 ,所 以 ZS 平行 于 OV. 
SU:SP = Z0:ZP 
= OE MP. 
SU:0I = SP: MP 


Hi 4-18 
ze:]. 
SUIÉe-*:O0l. 
注 : 如 果 OORMAEL—E,. dCESUECHUERE A OQO' AT @ 和 
Q.M SU = SQ,3EB DU2= OQ- OQ' LATHE KAA 20, 第 2 幅 图 . (97] 


作 图 题 19 
从 双 曲 乒 两 支 之 间 一 点 0 作 两 条 切线 00 , OQ". 


[R] 作 o EATER SER 1]. URA] 为 圆心 .e 
* 0I 为 半径 [e 是 离心 率 ] 作 圆 ,并 从 0 点 作 圆 的 切线 OU , OU' 
[ 切 点 为 U,.U']. 
{E SZ 垂直 于 SU , 交 准 线 于 Z .连结 ZO .并 延长 之 , 交 SU 
FO. EON ST HEER[ EEA IN ]. RB ^ 
SQ:SU = 02:02 
= QN: OF; 
A SO:ON= SU:Ol z eil; 
所 以 @ ERRE. 
又 因为 一 CSZ 是 直角 ,所 以 OQ 是 双 曲 线 在 0 点 的 切线 . 
(命题 10) 
类 似 地 , 作 SZ'3E ECT: SU [ZERAT 2Z'] .连结 02' 并 延 
E,Z SUTO I 00' 是 另 一 条 切线 . 
注 : 本 题 是 利用 命题 18 的 原理 来 解 的 ,也 可 根据 命题 12 或 13 得 到 
[98] 一 种 作法 ， 


命题 20 


(X dh £881 0128 00 ,OQ' ST HR S 的 张 角 一 0SC ， 
ZOSO WIREH A 8 与 Q' 在 双 曲 线 的 同 支 或 不 同 支 而 
定 . . 


Æ 4—20b 


[证 明 ] fF 0r SEELT TEE [ E E79 1]. 
连结 OS, SQ, SQ' ,JE B. IE OU, O05, 使 它们 分 别 垂直 于 
SQ,sQ'[3kg S U,U' ]. 88 
SU-e:OLzSU'. (命题 18) 
所 以 三 角形 OSU, 0SU" 全 等 . (Eue. I.26.) 
因而 0SU = ZOSU. 
所 以 ,在 图 4- 20a P, LOSQ = 人 050'， 
而 在 图 4-20b 中 ,050 5 0SQ'R4b. 
注 ; 如 果 O 点 在 两 条 准 线 之 间 , 则 顺利 用 图 4- 20a 中 的 左 这 部 分 ， [99] 


i 题 


L 【 尿 曲线 的 ] 任 意 一 条 切线 被 夹 在 两 顶点 处 切线 之 间 的 部 分 对 于 
每 个 焦点 的 张 前 都 是 常数 ， 

2.【 设 双 曲 线 的 焦点 为 3 和 中 LP 是 曲线 上 任 一 点 , 则 ] 三 角形 SPS 
的 内 切 回 心 的 轨迹 是 一 条 直线 . 

3， 在 一 条 圈 欠 曲线 中 ,[ 若 09 和 00' 是 两 条 切线 , 切 点 为 8 和 @ ,5 
是 焦点 , 则 ] 弦 899' 被 30 SEGURA RJ 


命题 21 


[ 双 曲 线 的 切线 ]00 , OQ" 分 别 与 0S , OS' 夹 前 相等 或 互 
— 10i 一 


补 , 视 切 点 8 和 @’ 位 于 双 上 曲线 的 不 同 分 支 或 相同 分 支 而 定 . 


图 4-21a 


[证 明 ] 情形 1.[ 如 图 4- 2ta,] 连 结 50 ,50’, 350,5'0’， 
延长 QS Er, HR 50' 与 $5'0 相交 于 疙 .那么 
S00 = LOSW — 7 0QS (Euc. 1.32.) 


pz 0'sw- iz sQs (命题 20,12) 
-l1Z5KQ. (Euc. ] .32.) 
类 亿 地 ， 
L'O = 二 LSKO' 


(100) ^ 800-275 0Q'. 
情形 2.[ 如 图 4 - 21b, ) 
一 S00 - 18 - /08Q - 00S (Euc. I .32.) 


= 180 - Leese - lzsos (命题 20,12) 


= 180 - 方 人 SKS'. (Euc. I .32.) 
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B 4-21b 
同时 还 有 
AS00' =180p - Z0Q's' -09'0 (Euc. I .32.) 
= jZses -izoese (命题 12,20) 
-lzsks. (Euc. I .32.) 
S00 三 180 - Z S'OQ'. 


儿 4-21c 


注 ; 在 情形 2 中 ,O 点 位 于 两 条 渐 近 线 所 成 的 包 沼 取 曲 线 分 支 的 两 
角 之 一 的 里 面 ; 而 在 情形 100,0 点 位 于 两 条 渐 近 线 所 成 的 不 含 双 曲线 分 
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支 的 两 角 之 一 约 半 面 . 
证 明 过 程 还 与 O 星 否 在 两 条 准 线 之 此 有些 甘 系 ,对 于 情形 1], 在 以 上 
证 明文 字 中 ,0O 点 在 两 条 准 线 中 间 ; 而 图 4-2le 则 不 景 ,因而 这 幅 图 中 的 
KAET S KEKAL. 
ki E 4-20 中 曾 画 出 如 点 的 两 种 位 置 .由 此 提供 了 命题 21 情形 
[101] 2+ O &k& S —b LT. 


EX — [iE C4 和 cB ^9] J&—4doo i ex) t im d ph. 
那么 ] 以 CB AM, CA A 3E Rl RS XC ER e m] Af 3e deo dn 
线 

注 : 共 辑 双 曲 组 与 原 农 曲线 有 站 同 的 渐 近 线 , 因 为 这 些 新 逝 线 是 同 
一 个 上 矩形 的 对 角 线 (命题 4) 


命题 22 


过 双 曲 线 上 任 一 点 P 作 直 线 平行 于 C4 或 CB ,与 两 条 渐 
近 线 相交 于 点 p Mp WRR Pp. Pp' 分别 等 于 C4 的 平方 或 
CB 的 平方 .如 果 P 在 共 轿 双 曲 线 上 ,以 上 结论 也 成 立 . 


图 4-22a 


[证 明 ] 情形 1.[ 如 图 4- 22a,] 作 Ppp E fF T. CA,25 CB 


那么 
PN? : CN? — CA? = CB?: CA? Cgil 3) 
—. Cn: Pn? - CA? = CB?: CA?, [102] 
此 外 ,[ 设 顶点 4 处 的 切线 交 渐 近 线 于 a , ] 又 有 
Cn?: pn? = CB): Ba? = CB: CA?, 
Pn? - CA? = pn?, 
Pn? - pn? = CA?, 
Bn 
Pp* Pp’ = Cd42， 


图 4-22b 


情形 2 [如 图 4- 22b,] 作 Ppp' 平 行 于 CB ,那么 ， 
Pp- Pp! = CB?.( 命 题 4) [103] 
情形 3 和 4 因为 对 于 双 曲 线 的 两 个 轴 已 经 分 别 证 明了 
Pp* Pp' = CA? 或 CB?， 
所 以 当 忆 点 在 共 恩 双 曲 线 上 时 ,命题 也 正确 , 见 图 4 - 22c 和 
4 - 224. 
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命题 23 


0 308 X di ies RESESp Xv di £& 08 8 PO 作 两 条 平行 
直线 ,分 别 交 渐 近 线 于 p.p'i g, q', 那么 
Pp: Pp’ = Qa* 2 
[ERA] ARE P AO ERRARE. 
过 P A AEREI THEA CB, ZARF u, u's 
w,mw. 
由 相似 三 角形 得 
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Pp: Pu = Qg: Qu, 
Pp' : Pu' = Qg’ :Qu'. 
所 以 ,将 以 上 两 式 相 乘 ,得 
Pp* Pp': Pu* Pu' = Qq* Qg : Qw* Qw'. 
但 是 
Pu*Pu' = CB? = Qu: Qu', (WE 22) 
S0 Pp] Pp =Q Qg. 
无 论点 Q Jéfrxdh£x Fe JC HER, E LET E 
同 ; 两 种 情形 都 已 在 图 中 画 出 . 
注 : 过 中 心 作 CD 平行 于 Qq € Pp 3C HR CAE RC RT. D, 
那么 将 这 人 富 题 应 用 于 点 和 品 , 得 
0a * Qg = DC- DC = CD’. 


问 


设 双 曲线 的 弦 QOUETET P 点 处 的 切线 ; Pp ,Qq，Q' 平行 于 一 条 新 
近 线 ,终点 [p， LEE 4 在 另 一 条 [ 渐 近 线 ] 上 .求证 : Co Cg 三 Cg. [105] 


命题 24 


设 任 一 直线 交 双 曲线 于 Q.Q' , 交 渐 近 线 于 4,4', 则 Oa = 
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Q'4. 
叉车 切线 rPr' AEF r r, M Pr-Pr. 


[证 明 ] Qg Qg = 09 Qq, CERE 23) 
Qa* QQ' + Qq* O09 = g * QQ' + Q'q' Qas 
Qg QF = Q'q' - QQ' ; 
> 042 Qu. 
4 00' 平 行 移动 ,直到 成 为 P 点 处 的 切线 . 
因为 总 是 成 立 Qq = Q'q'， 
M Pre Pr. 
EEPE & WT D S EL GET d REOR ILL EL BEX db AC 
在 平行 二 40 AHNA. 


问 题 


1， 如 果 gg ERU ER, E LL E 24] 同 样 成 立 . 
2. [WA 4 — 24, ] 如 果 点 P RAAT, g ,那么 Cun. r. 
[106] 都 在 一 个 通过 中 心 的 圆 上 . 


命题 25 
双 曲 线 的 一 组 平行 纺 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 通过 中 心 的 直 
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线 . 在 这 直线 与 双 曲 线 交 点 处 的 切线 平行 于 这 些 弦 ， 


图 4-25 


[证 明 ] 设 00, 王 ' 等 等 是 一 组 平行 范 , 交 渐 近 线 于 g, 
q ; Ë; e', 等 等 . 
作 CY 平分 QO'F V. 
那么 CV 也 平分 gg' ,因为 Qa = Q'q' (命题 24) 
所 以 ,由 相似 三 角形 知 CV 平分 ee’， 
因而 它 也 平分 E58' ,因为 Ee = E'e' {命题 24) 
所 以 CV 平分 所 有 平行 于 00' 的 弦 . 
È CV 交 曲 线 于 P, 并 且 令 090' 向 P 平行 移动 . 
那么 ,因为 00' 总 是 被 CPV 平分 ,最 后 0 和 人 重合 到 P 
点 ,所 以 P 点 处 的 切线 平行 于 被 CPV 平分 的 这 组 平行 弦 . [107] 


定义 ”通过 一 组 平行 弦 的 中 点 的 直线 (CP) 叫 做 直径 . 

[直径 与 曲线 的 交点 叫做 直径 的 端点 , ] 

定义 ”从 曲线 上 和 任 一 点 [&] 作 直线 (0OY) ,使 它 平行 于 这 曲 
线 在 一 条 直径 ( PCP' ) 端 点 处 的 切线 ,那么 所 作 直 线 叫做 这 素 直 
£s d) JE SR. 


注意 :如 果 这 条 直径 是 模 轴 ,那么 纵 标 线 的 音义 与 平常 用 法 相同 . 
SHOE GREECE db HN LE BC k 2 Te] Br RE E 
做 直径 


命题 26 


如 果 一 条 直径 平分 平行 于 第 二 条 直径 的 弦 , 那 么 第 二 条 直 
径 平 分 平行 于 第 一 条 直径 的 弦 . 


图 4-26a 


[证 明 ] it CP 平 分 00' 于 Y, 作 CD 平行 于 QQ'. 
延长 00' , 交 渐 近 线 与 q ,9 
3l q 作 RgUr'R' 平 行 于 CP, 交 曲线 于 中 和 RR , 交 渐 近 线 于 
qer Z CD FU. 
那么 ,因为 Qa = Q'q' ,所 以 qo E V AF. XS CV 平 
行 于 gr ， 
Cr = C3 ; (Euc. V. 2.) 
r'U = Uq. (Eue. V. 2.) 
而 Rg FF Rr, 
R'U = RU, (命题 24) 
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因而 CD 平分 所 有 平行 于 CP BE. (命题 25) [108] 


Hl 4-26b 


[证 法 二 ] 作 40 平行 于 CD, 交 CP 于 VY. 
”连结 4'0, 交 CD T V. 
因为 AQ 被 V 点 平分 ,44' 被 C 点 平分 ,所 以 440 平行 于 CP. 
又 因为 CD 平行 于 40 ,所 以 4 E W SEA). 
所 以 CD 平分 平行 于 CP «sk A'Q. 
因而 CD 平分 所 有 平行 于 CP 8955. 


定义 ”如 果 两 条 直径 互相 关联 ,使 得 每 一 条 平分 平行 于 另 
一 条 的 弦 , 就 称 它们 为 共 耗 直径 ， 
注 ; 两 条 共 新 直径 里 面 ,一 条 与 驶 曲线 相 问 , 男 一 条 与 共 辐 观 申 线 相 
x. [199] 
定义 ”连结 双 曲 线 上 一 点 (&) 和 一 条 直径 ( PCP') 两 端的 
MRCP, QP), mifi z ahii s. 


命题 27 


互补 弦 平 行 于 共 固 直径 ， 
[EA] 作 直 径 CL, CM ETTEI P'O, P90 ,与 它们 
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相交 于 四 和 了 .那么 
PV: VQ - PC:CP'. (Euc. V. 2.) 
PV = Vg. 
CL 平分 PO 和 所 有 其 他 平行 于 CM B99E. (命题 25) 
类 似 地 , CM 平分 所 有 平行 于 她 的 弦 , 因 而 CL, CM 是 共 
[110] Et. 


命题 28 


TEX HE RENAR CP, HL ES XE SS — xd 3c dv Efe 
PCP ,DCD' 交 点 处 的 切线 转 成 一 个 平行 由 边 形 , 它 的 项 点 都 在 
MERE. 

并 且 , PD 被 一 条 渐 近 线 平 分 ,平行 于 另 一 条 渐 近 线 . 

[证 明 ] EE Pr , 交 渐 近 线 于 r Mr. 

连结 CD . 

那么 ,因为 CD HMF CP, 

DA rr 
因而 ,根据 命题 23, 并 且 注 意 DC 与 两 条 渐 近 线 都 相交 于 
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图 4-28 


点 C ,得 到 
DC? = Pr Pr' = P. (命题 24) 


DC = Pr, DC// Pr, 
. rmrD/ CP. (Eue. I . 33.) 
rD EE D 点 处 的 切线 . 《命题 25) 
类 似 地 ,点 D 和 P' 处 的 切线 也 相交 在 渐 近 线 上 .因而 四 条 
切线 围 成 一 个 平行 四 边 形 , 它 的 顶点 都 在 浙 近 线 上 . 
连结 PD, 并 设 rD 交 男 一 条 渐 近 线 于 .那么 
rP= Pr', 
rD = Dk. 
e PD/ ke. 
XB CPrD 是 平行 四 边 形 ,[ 它 的 对 角 线 互相 平分 ,] 
PD 被 渐 近 线 平分 . 
i) EM 
在 有 R.H.[ 直 角 双 曲线 ] 中 ,求证 : 
1. [SS BÍEE | CP = CD, 并 且 渐 近 线 平分 任意 一 对 共 斩 直 径 的 卖 


H. 
2. CP 和 CD Shane fau. 
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. 互相 垂直 的 直径 相等 . 

。 尾 意 两 条 直径 的 夹 角 等 于 它们 的 共 辑 直 径 的 夹 角 ， 

. 一 好 莹 对 于 直径 PP' 两 端的 张 角 相等 或 互补 . 

如果 一 条 RR.H. 外 接 于 一 个 三 角形 ,那么 中 心 的 轨迹 是 九 点 图 . 


命题 29 


[如 图 4- 29, 设 P FD ZR OX h £3 — ox] x HE I (6 D 
点 ,] 通 过 P D 作 平 行 于 轴 的 直线 ,所 国 成 矩形 的 另外 两 个 项 
点 必 在 一 条 渐 近 线 上 ， 


TT 


[111] 
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[证 明 ] 4E Pp E fT [3ESEBI] 68, 交 渐 近 线 于 piu 
pD. 

设 AB, PD 交 渐 近 线 于 上 和 o ,那么 AB 和 PD 都 被 浙 近 线 
平分 ,并 且 它 们 [都 平行 于 另 一 条 渐 近 线 , 因 而 ] 互 相 平 行 (命题 
28). 

所 以 三 角形 poP HI aKA 相似 [其 中 a 的 是 过 4 ,B 所作 平 
行 于 轴 的 直线 的 交点 ]. 

Pp:Aa = Po: AK 
= PD:AB, (Wr 28) 
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并 且 
LpPD = Z aAB., 
因而 三 角形 pPD 与 ad4 呈 相似. (CEuc. M. 6.) 
所 以 pD 平行 于 aB , 即 平行 于 CA. 
类 似 地 ,如 果 作 pa 平行 于 CB AERE ER T- d], 那 么 Pa X 
frT CA. [112] 


命题 30 


[如 果 CP 和 CD JEXUBERISTEW —5 ERR FG 082] 
| CP? -— CD? | = | CA? - CB? |. 


" D 
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[ER] 和 作 轴 的 级 标 线 PN , DR, HEEK, MEF p, RU p 
点 在 新 近 线 上 (命题 29). 所 以 
CB? = pN? - PN? (命题 24) 
= Cp? - CP?. (Eue. I. 47.) 
此 外 还 有 
CA? =pR?- DR? (命题 24) 
= Cp?- CD. (Ewe, I . 47.) 
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[13] . z. |c4?- cB?| = | CP? - cp? |. 
命题 31 


设 双 曲线 的 任意 一 条 切线 rPr^ 交 渐 近 厂 于 > 和 r', 则 平行 
四 边 形 CPrD 的 面积 是 常数 ， 
(BH) PF-CD-AC-BC,) 
[其 中 PF 是 点 P 到 CD 的 距离 , ] 并 且 三 角形 rCr' 的 面积 也 是 
常数 


[证 明 ] 作 Aa, Ba 平行 于 轴 , 交 渐 近 线 于 a. 
过 PP ARIRE ART p ,p'. 
完成 平行 四 边 形 DpPd .连结 DP, 交 渐 近 线 于 o 连结 AB. 
[用 全 DCP 表示 三 角形 DCP 的 面积 ,其 余 类 推 , ] 那 么 
ADCP:ADpP = Co:op 
=p P: Pp.  (Euc. M. 2.) 


同时 还 有 
A BCA : A DpP = BC?: Pp? (Euc. V. 19.) 
= Pp: Pp':Pp? (命题 22) 
[114] = Pp': Pp. 
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三 角形 DCP 的 面积 等 于 三 角形 BC4 的 面积 . 
平行 四 边 形 CPrD 的 面积 等 于 平行 四 边 形 CAB 的 面 
ns 常数 . 
即 : 
PF-CD 2 AC* BC. 
(ATER PF ] 参 考 图 4- 16) 


图 4-3tb 


进而 得 到 ,三 角形 rCr' 的 面积 等 于 平行 四 边 形 CPrD 的 面 
积 , 因 为 它们 都 等 于 由 点 P, D, P',D' 处 的 切线 围 成 的 平行 四 
边 形 面积 的 四 分 之 一 . 

所 以 三 角形 rCr' 的 面积 也 是 常数 ， 


问 — 


1， 如 果 Po, Po' 分 别 平 行 于 一 条 渐 近 线 而 终止 在 另 一 条 渐 近 线 上 ， 


那么 Po: Po' = Les. 


2， 己 知 两 条 渐 近 线 和 双 曲 线 上 一 点 的 位 置 , 求 轴 和 焦点 ， 
3. 双 曲 线 的 两 条 切线 分 别 奕 靳 近 线 于 Rr. T, t. RE: R FAF 
rT. 
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4， 在 一 条 R.H. 中 , 设 CZ 垂直 于 己 点 处 的 切线 ,求证 : CZ :CP = 
[15] c4. 


命题 32 
i& QV 是 1 双 曲 线 的 ] 直径 PCP' 的 纵 标 线 ,CD 是 平行 于 
QV 的 直径 ,那么 
QV: PV: P'V = CD': CP?. 
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[UER] 设 QV 交 浙 近 线 于 g ,gq'. 作 点 P,D 处 的 切线 ， 
交 新 近 线 于 [同一 ] 点 (命题 28), 那 么 
CD? = 0g' 0gq {命题 23) 
-4Y^- QF?, 
QV?» gV? - CD. 
同时 还 有 
PV PV = CV? - CP?, 
但 是 从 相似 三 角形 CPr A CV 得 到 
CV? - CP: CP? = aV? - Pe: Pr? 
24V?- CD?: CD? 
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PV- P'V: CP? = QV°: CD’. 
换 句 话说 ， 
QV?: PV. P'V = CD*: CP? 
注 :在 R.H. 中 ,QV?= PV PY. Lus] 


命题 33 


UR dh £t] ££ 3€ — 5 35 P8 9N 0D KR 09 3x e 3E 3E E SEL Q9 E 
上 . 


m 4-33 


[证 明 ] i9 QQ'. RR'JÉPSSCOE 1 35, 3£55 RO,R'Q'3ERE 
长 ,相交 于 0. 

平分 go FV Hi OV 延长 后 交 民 凡 ' 于 W. 

由 相似 三 角形 得 

QV: RW = OF: OW 
2Q'V:R"W. 
但 是 
QV = Q'V, 
RW = R'F. 
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因为 VW 平分 平行 弦 90' 和 RR', 所 以 它 是 通过 中 心 C 的 
一 条 直径 ，( 命 题 25) 
令 只 ,六 移动 到 [分 别 ] 与 0.0’ 重合, 则 OOR 和 OQ'R' IR, 
为 如 , 驴 处 的 一 对 切线 ,并 县 它 们 依旧 相交 在 直径 CV E. 
注 : 在 一 条 圆锥 曲线 中 ,如 果 一 条 直径 交 准 线 于 8, 那么 SESTE 
[m7] LEERE. 


命题 34 


i& QV 是 [ 双 曲 线 的 ] 直 径 CP 的 一 条 纵 标 线 [C 是 中 心 ,PP 
在 双 曲 线 上 ], 著 Q 点 的 切线 交 CP FO, N 
CV: CO = CP. 


图 4-34 


{证明 ] 作 可 平行 于 00 ,PR 平行 于 OY ,连结 PQ. 
那么 PR 与 双 曲 线 相 切 . 《命题 25) 
RPUQ 是 平行 四 边 形 ;因而 RU 平分 PO .所 以 RU 通过 中 
C. 【命题 33) 
现在 有 
CO:CP = CR:CU (Ew. Y]. 2.) 
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= CP:CV,  (Euc.V. 2.) 
所 以 
CP*- CO.CY， [118] 


命题 35 


如 果 双 曲线 的 两 条 艾 相 交 ,都 么 它们 各 唐 被 分 成 两 部 分 的 
莱 积 之 比 , 等 于 平行 半径 的 平方 比 . 


图 4-35 


[证 有 明 ] E POP', 000' 交 渐 近 线 于 p, p' a, q'. 平分 
PP' 于 V. 作 kOk ÆI F pp' WA 

pO: Op = pV? - OV?, (Euc. Il. 5.) 

PO* OP’ = PV?^— OV?^; (Eue. Il. 5.) 

pO * Op! - PO: OP = pV? — PV? 

zpP*Pp'i (Ewe. I. 5.) 
pO: Op’ - pP- Pp' = PO- OP', 
类 似 地 ， 
gO ' O9 ~ qQ* Qg' = QO- OQ'. 
利用 相似 三 角形 得 到 
pO :q0 = kQ:qQ, 
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Op' :Oq' = Qk' :Qq'. 
pO * Op' : qQ* Oq' = kQ* Qk' :qQ * Qq' 
= pP- Pp' : qQ* Qq' ; (命题 23) 
pO * Op! - pP * Pp' : qO* Oq' - qQ* Qq' = pP * Pp':qQ* Qq', 
Bn 
PO*OP':QO- OQ' = pP* Pp':qQ* Qq' 
= 平行 淮 径 的 平方 比 , (命题 22) 
问 题 
1， 如 果 直 和 角 双 曲线 外 接 于 一 个 三 角形 ,那么 它 也 通过 这 三 角形 的 垂 
b. 
2. fF OR 平行 于 双 曲 线 的 一 条 新近 线 , 变 曲线 于 R 0759 — ARR EET ZR 
于 r, 又 作 OPP 平 行 于 一 条 定 直线 , 交 曲 线 于 P 和 P' MARR OP OP' 


5 OR: Cr GE DI EE. 0 点 的 一 切 位 置 都 成 立 . 
[119] 《还 可 参考 畏 图 命题 34 的 练习 问题 . ) 
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下 列 命题 是 直角 双 曲 线 特有 的 一 些 性 质 . 
1. CS?=2CA?, CS 2 2CX , e - 42. 
2. PN* - AN- NA'. 
3. EF = AA'. 
4. CN - NG. 
5. 以 直角 双 曲 线 上 任 一 点 P AMD. Pe 为 半径 的 图 ,与 
法 线 的 交点 在 轴 上 ,与 切线 的 交点 在 渐 近 线 上 ,并 且 
PC = PG = Pg = Pr = Pr'. 
6. KR ÉECIBS, BIG A f. 
7. -HHE Bde 5S ET RET LAT AR 
8. 互 成 直角 的 直径 相等 ， 
9， 两 条 直径 的 夹 角 等 于 其 共 办 直 径 的 夹 角 ， 
10. ££— 3209 T —2 ELE PP' 两 端的 张 角 相 等 或 互补 ， 
11. {E PP 点 处 雪线 的 垂 线 C2 , 则 
CZ-CP = CA?. 
12. 如 果 直 角 双 曲线 外 接 于 一 一 个 三 角形 ,那么 它 也 通过 三 
角形 的 恒心. 
13. 如 果 直 角 双 曲线 外 接 于 一 个 三 角形 , 则 其 中 心 的 轨迹 
EARE. [120] 
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BALARCÉSER — iba Er EL EOS CA E URGE ERE GS. 
LLLI LT) 

REIHE ORT DURRUEEIERE M IS 

ALALELE ELE ETETE 

EX ” 正 国 柱 夯 是 由 一 直线 沿 贺 周 移动 并 保持 与 一 定 直线 
平行 而 画 出 的 曲面 ,这 条 定 直线 通过 圆心 ,并 且 策 直 于 赔 所 在 的 
平面 ， 

定义 ” 定 直线 叫做 这 个 圆柱 面 的 机 . 

注 : BEWIPORG TAM EGG IA EREHTASA. 

男 柱 面 被 垂直 于 轴 的 平面 去 截 ,得 到 一 个 四. 

定义 “” 当 圆柱 面 被 一 个 平面 去 截 时 ,通过 四 柱 面 的 轴 而 垂 
直 于 此 截面 的 平面 叫做 轴 面 . 

注 : 办 面 与 哉 面 的 交 线 是 被 线 的 一 个 [对 称 ] 灿 ; 输 面 与 图 柱 面 的 交 
线 是 两 条 母线 ， 

定义 ”圆柱 面 内 的 一 个 球 , 如 果 切 贺 桩 面 于 -一 个 圆 , 切 截面 

[121] 于 一 点 ,就 叫做 一 个 你 球 ， 


命题 1 


正 圆柱 面 被 与 轴 圭 交 的 平面 截 得 的 图 形 是 棋 四 . 

[证 明 ] Wb 4P4' 是 截 线 . 把 轴 面 看 成 纸 面 ,并 说 它 交 截面 
于 直线 A'AX , 交 圆柱 面 于 母线 KAF, KFA. 

作 焦 球 , 切 圆柱 面 于 圆 KRK , 切 截面 于 S. 
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图 6-1a 


设 平 面 K'RK,LA'PA 相交 于 直线 KM. [122] 
过 曲线 APA' L f£— A P FEF PEN 垂直 于 圆柱 面 的 
轴 , 交 截面 于 直线 Pr , 交 轴 面 于 直线 FNF , 交 图 柱 面 于 画 
FPF'. 
过 P 作 和 母线 PR, 切 焦 球 于 ;再 作 PM 平行 于 NNX. 
连结 SP. 
因为 平面 APA’ , FPF REETH, i PN 垂直 于 轴 面 
(Euc. XL 19.); 因 而 PN 同时 垂直 于 44' 和 FF. 
从 同一 点 到 一 个 球 的 切线 长 相等 (Euc. M. 36.); 
~- SP-PR-FK, 
SA-AK, PM = NX. 
但 是 
FE:NY = AK:AX; (Euc. M. 2.) 
o SP:PM= SA:AX 
现在 AK 小 于 AX(Euc. I. 19.), 所 以 SA: AX 是 小 于 1 的 
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[证 法 二 ] 设 4P4' 是 截 线 .把 轴 面 看 成 纸 面 , 并 设 它 交 截 
面 于 直线 44' , 交 圆 柱 面 于 母线 KAk ,KK'A'k'. 
作 丙 个 焦 球 , 切 圆 柱 面 于 圆 KRK' krk REF SMS. 
过 曲线 4PA' 上 在 一 点 PP 作 母 线 RPr, 切 焦 球 于 R, r E 
PS, PS’ ,它们 也 与 焦 球 相 切 . 
于 是 SP = PR ,因为 它们 是 [从 同一 点 P 到 球 的 切线 ;同时 
又 有 3P= Pr,， 
SP + S'P = PR + Pr=Rr= Kk. 
PhRMA, ERAR S, S RERET Kk. ORB 
[124] 圆 ,[ 课 题 ]8) 
[证 法 三 】 设 APA ERR. 
把 轴 面 看 成 纸 面 , 设 它 交 截面 于 直线 44' ,交加 柱 面 于 母线 
AFL,A'F'L'. 
过 截 线 上 任 一 点 P 作 平面 FPFN 垂直 于 圆柱 面 的 轴 , 交 
截面 于 直线 PN , 交 轴 面 于 直线 FNF' , 交 圆 柱 面 于 圆 FPE. 
作 AL' A'L EITT KRK’. 
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因为 平面 KNK' ,4P4' 都 垂直 于 轴 面 ,所 以 PN 甜 直 于 轴 面 
(Euc. Xl 19.). AM PN 垂直 于 FFAA. 
由 相似 三 角形 得 
AN: NF = AA' : A'L, 
A'N: NF' = A'A:AL' ; 
AN A'W: NF: NF! = AA: A'L AL', 
2 AN*NA': PN? = AA'?: AL'?..— (Eve. Ill. 35.) 
所 以 截面 是 一 个 椭圆, 其 长 轴 为 44' , 短 轴 等 于 AL. ON 
[B ,命题 3) 


如 果 一 个 直角 三 角形 绕 其 一 条 直角 边 旗 转 , 则 射 边 画 出 一 个 曲面 ,时 
KENASA. 

Ba B KCRHOEE WA NIE UR. 

SEEL ETATE LEELEE LII 

ELR ELEEEEL TOLI CELES 

当 镍 边 往 两 个 方向 无 限 仿 展 时 ,得 到 完整 的 圈 健 面 ,由 两 叶 组 戌 , 它 
们 形状 相同 、 大 小 福 等 ,分 布 在 顶点 两 例 . 

定义 ” 正 国 锥 面 是 由 一 直线 沿 圆周 移动 并 保持 过 一 定点 而 
画 出 的 曲面 ,这 个 定点 位 于 一 条 通过 圆心 且 垂直 于 贺 所 在 平面 
的 定 直线 上 .[ 正 留 锥 面 通常 简称 为 圆锥 面 ] 


— H7 一 


[125] 


定 尽 ” 定 直 线 叫做 这 个 圆锥 面 的 抽 . 

定义 ” 轴 上 的 定点 叫做 这 个 圆锥 面 的 项 点 ， 

注 : 圆 维 面 被 通过 项 点 的 平面 去 截 ,得 到 的 图 形 或 者 是 一 个 点 ,或 者 
是 这 圆锥 面 的 两 条 母线 . 

图 锥 面 被 垂直 于 轴 但 不 通过 顶点 的 平面 去 裁 ,得 到 一 个 回 . 

定义 ” 当 圆锥 面 被 一 个 平面 去 截 时 ,通过 圆锥 面 的 轴 而 重 
直 于 此 截面 的 平面 叫做 转 面 . 

E. 地 面 与 截面 的 交 线 是 截 线 的 一 个 [对 称 ] 轴 ; 轴 面 与 圆锥 面 的 交 
线 是 两 条 母线 ， 

定义 ”圆锥 面 内 的 一 个 球 , 如 果 切 圆锥 面 于 一 个 圆 , 切 截 面 
于 一 点 ,就 叫做 一 个 焦 球 . 


命题 2 


哆 锥 面 被 一 个 不 通过 顶点 又 不 垂直 于 轴 的 平面 去 截 ,所 得 
1126] 截面 满足 圆锥 曲线 的 定义 { SP = e+ PM). 


6-2 
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[证 明 】 设 AP 是 截面 曲线 .把 轴 面 看 成 纸 面 ,并 设 它 交 截 
面 于 直线 NAX , 交 贺 锥 面 于 母线 OKAF, OK'F'. 

EER, DEET KRK' , 切 截 面 于 S. 

设 平面 KURK,PA HAT HA XM. 

过 曲线 AP 上 和 任 一 点 P 作 平 面 F'PFN 垂直 于 圆锥 面 的 轴 ， 
交 截 面 于 直线 PN , 交 轴 面 于 直线 FNF, MENTE FPF'. 

ERR PRO , 切 焦 球 于 R;FME PM 平行 于 NNX. 

因为 平面 AP, FPF' 都 午 直 于 轴 面 ,所 以 PN 垂直 于 轴 面 
(Euc. Xl. 19.5; BrEA PN 同时 垂直 于 4N 和 FF'. 

从 同一 点 到 一 个 球 的 急 线 相 等 ，(Euc, M. 36.) 

所 以 SP= PR = FK, SA = AK, PM = NX. 


但 是 
FK:NX- AK:AX, (Ew. Vl. 2.) 
So SPIPM = SA: AX. 
所 以 44 是 两 锥 曲线 ,以 S 为 焦点 ,XM 为 准 线 . [27] 


命题 3 


圆锥 面 被 平面 被 得 的 曲线 , 当 它 的 焦点 办 与 轴 面 内 两 条 母 
绕 都 相交 且 交 点 在 现 锥 面 周一 叶 中 时 为 棋 圆 ;焦点 轴 平 行 于 此 
二 母线 之 一 时 为 抽 物 线 , 焦点 轴 与 这 两 条 母线 都 相交 但 交点 在 
Isi p A ejnt cp gd 2537 iR. 
'. [WM] 设 轴 面 交 截面 于 AX , 交 焦 球 于 图 KK'S , 交 圆 锥 面 
于 母线 OK4 , OK' .延长 K'K 和 34 ,相交 于 准 线 足 X. 
情形 1.[ 如 图 6- 3a,] 延 长 48 , 交 OK' 于 4 , 则 
ZOK'X »ZK'XA'.. (Enc. I. 16.) 
但 是 
Z"CLOK'X ZZ 0KK' (Euc. E. 5.) 
2,/AKX; (Euc. I. 15.) 
ZAKX > Z K'XA' 88 / KXA , 
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AK «AX, (Ew. [. 19.) 
-  SA«AX, (Euc. I 36.) 
[128]. 因而 曲线 是 椭圆 . 


Æ 6-3b 


情形 2. [如 图 6- 3b,] 如 果 AS 平行 于 OK' ,那么 
AKX = Z OKK' 
— I30 一 


= LOK'K 
= Z KXA; (Euc. I. 29.) 
AK = AX, (Ewe. I. 5.) 
SA-AX, {Euc. M. 36.) 
因而 曲线 是 抛物 线 . [129} 


H 6- 3c 


情形 3，[ 如 图 6- 3c,] 延 长 $4, 交 K'O 的 延长 线 于 4', 则 
ZOK'X < Z K'XA. (Euc. I. 16.) 


但 是 
LOKX 27 0KK' (Euc. I. 5.) 
z/ AKX; (Eue. I. 15.) 
Z AKX < Z K'XA ， 
AK> AX, (Euc. I. 19.) 
SA» AX, (Ewe. ll. 36.) 
EA rf HE EX, E ER. [130] 
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命题 4 


在 回 锥 面 的 椭圆 裁 而 中 ,长 轴 等 于 两 个 焦 球 之 间 沿 回 锥 面 
母线 测量 的 距离. 


HB 6-4 


[证 明 ] 设 4P4' 是 截面 曲线 .把 负面 看 成 纸 面 ,并 设 它 交 
截面 于 直线 AA' , 交 圆 锥 面 于 母线 KAR, KAK. 

作 两 个 焦 球 , 切 圆 锥 面 于 圆 KRK , krk , 切 截 面 于 S AS. 

过 曲线 4P4' 上 任 一 点 严 作 母 线 Rpr, 切 焦 球 于 Rr. 

连结 PS,PS' ,它们 也 与 焦 球 相 切 . 

这 时 将 有 SP = PR ,因为 它们 都 是 球 的 切线 ;同时 还 有 SP 
= Pr, 

6 SP+SP=PR+Pr= Rr = Kk. 
所 以 曲线 是 一 个 椭圆 ,其 焦点 为 5,5' ,长 轴 等 于 Kk. ON 
[131]. [i , CR REL] 8) 
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命题 5 


在 圆锥 面 的 双 曲 线 截 面 中 , USA 4T 98 T MER A DEL 9E 
面 母 线 测量 的 距离 . . 


B 6-5 [132] 


[GEA] 设 4 ' 是 截面 曲线 ， 
把 轴 面 看 成 纸 面 ,并 设 它 交 截面 于 直线 44' LARGE THE 
线 KAk,K'A'k'. 
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作 两 个 焦 球 , 切 圆锥 面 于 圆 KRK' , krk CHI SAS. 

过 上 曲线 4PA' 上任 一 点 了 IERE RP , 切 焦 球 于 R,r. 

连结 PS.PS' ,它们 也 与 焦 球 相 切 . 

这 时 将 有 SP = PR ,因为 它们 都 是 球 的 切线 ;同时 还 有 S$'P 
= Pr. 

[S'P- SP | = | Pr — PR | = Rr = Kk. 

所 以 曲线 是 双 曲 线 , 其 焦点 为 3,S , 横 轴 等 于 KE. OXLBE 

线 ,[ 课 题 ]7) 


问题 | 命题 4 和 5) 
[133} 辅助 加 在 以 两 焦 球 中 心 连 线 为 直径 的 球面 上 . 
命题 6 


T [I S TL 3 A n h , 正 焦 弦 是 抛物 线 顶 点 到 圆锥 面 
项 点 距离 与 通过 热 物 线 顶 点 所 作 贺 锥 面 的 圆 形 截 面 直径 的 第 三 
比例 项 . 
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[证 明 ] 设 4P 是 截面 曲线 . 
把 轴 面 看 成 纸 面 , 设 它 交 截面 于 直线 AN ,交加 锥 面 于 母线 
OAF , OLF'. [134] 
过 截面 曲线 上 任 一 点 P 作 平 面 F'PFN XE ECT m A 
轴 , 交 截面 于 直线 PN, 交 轴 面 于 直线 FNF, 交 图 锥 面 于 加 
FPF'. 
作 AL FIF FF'. 
因为 平面 FPF' ,4PN 都 垂直 于 轴 面 ,所 以 PN 垂直 于 负面 
(Euc. Xl. 19.); 所 以 PN 同时 鼻 直 于 FF' 和 AN. 
取 445 为 OL 53 LA 的 第 三 比例 项 [ 即 OL: LA = LA :4A5]. 
”由 相似 三 角形 得 
AN: NF = OL:1A 
= IA:4A5; 
4AS* AN = NF- IA 
= NF- NF' 
= PN2. 
所 以 曲线 AP 是 抛物 线 , 它 的 正 焦 艾 是 445( 抛 物 线 ,[ 命 
题 ]3) ,并 且 这 里 的 445 FE OL, LA 的 第 三 比例 项 . [135] 


命题 7 


在 周 纵 面 的 椭圆 截面 中 , 短 轴 是 通过 长 轴 两 端 所 作 国 锥 面 
的 四 有 形 截面 直径 的 比例 中 项 . 

[EA] 设 4P4' 是 截面 曲线 ， 

把 轴 面 看 成 纸 面 , 设 它 交 截面 于 直线 44', 交 圆 肉 面 于 母线 
OAFL , OA'F'L'. 

过 截面 曲线 上 任 一 点 P 作 平 面 F'PFN 38 CT- DR GE E 
轴 , 交 截面 于 直线 PN , 交 轴 面 于 直线 FNF, ZNE TA 
FPF'. 

VE AL' A'L PFF FF'. 
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因为 平面 5PP ,4P4 "都 垂直 于 轴 面 ,所 以 PN 垂直 于 轴 面 
(Euc. XL. 19.9, 04 PN 同时 垂直 于 FF 和 44'. 
由 相似 三 角形 得 
AN: NF = AA' :A'L, 
A'N: NF' = AA : AL’, 
AN * A'N: NF NF! = AA A'L AL' , 
AN* NA': PN? 2 AA: A'L-AL'. {Euc. lil. 35.) 
所 以 截 线 是 椭圆 , 它 以 AAT 为 长 轴 , 并 且 短 轴 是 ALI SS AIL 
[137] 的 比例 中 项 , (类 圆 , [命题 ]3) 


命题 8 


在 圆锥 面 的 汉 曲 线 截面 中 , 共 罗 轴 是 通过 双 曲 线 顶 点 所 必 
圆锥 面 的 圆 形 截面 直径 的 比例 中 项 . 

[证 明 ] i AP 是 截面 曲线 的 一 支 ,4' 是 另 一 支 的 顶点 ， 

把 轴 面 看 成 纸 面 , 设 它 交 截面 于 直线 44', 交 圆锥 面 于 母线 
LOAF , A'OL'F' . 

过 截面 曲线 上 任 一 点 P EFE F'PEN 垂直 于 圆锥 面 的 
轴 , 交 截面 于 直线 PN , 交 轴 而 于 直线 FNF, GRIP BE EDO DU 
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FPF'. 
作 AL', A'L ETT FF! . [138] 
因为 平面 FNF' ,4P4' 都 垂直 于 轴 面 ,所 以 PN 垂直 于 轴 面 

(Euc. Xl. 19.) 9A PN 同时 垂直 于 FFER AA. 

由 相似 三 角形 得 
AN: NF = AA! :A'L, 
A'N: NF' = AA'  AL' , 
AN* A'N: NF- NF! = AA ATL AL, 
AN- A'N: PN? = AA: A'L- AL'..— (Eac, M. 35.) 
所 以 截面 曲线 是 双 曲 线 , 它 以 AA! Dd F ELE SER RE 
AL' 5 A'L 的 比例 中 项 .( 双 曲线 ,[ 命 题 ]3) [139] 


命题 9 


圆锥 面 的 双 井 线 截面 的 渐 近 线 平 行 于 过 圆锥 面 顶点 且 半 行 
于 截面 的 平面 里 的 两 条 母线 . 
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图 6-9 


[证 明 ] dE E NACH. 

Br P 是 双 曲 线 上 任 一 点 , PN ERIR, S, S EEA, 
A A'ERA, C 是 中 心 , XX 是 与 焦点 8 相对 应 的 准 线 上 的 垂 足 

[140] [ 轴 与 准 线 的 交点 ] . 

设 OF , 0F' 是 轴 面 内 的 母线 ,FPF'N 是 一 个 垂直 于 轴 的 平 
面 . 

设 焦 球 切 OF T K,W] KX 平行 于 FF' (命题 2), 且 SA 等 于 
AK. (Euc. lll. 36.) 

设 平面 Om 平行 于 截面 , 交 图 锥 面 于 母线 Op , 交 轴 面 二 
On. XE Bi FPF'T pn. 

三 角形 OnF ,AXK 相似 ,因为 On 平行 于 AX, 且 nF 平行 于 


XK. 
On: OF = AX: AK 
= AX: AS, 
S OF=e*0n. 
但 是 母线 OF, Op 相等 ， 
Op = e* On. 
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在 双 曲 线 命题 4 的 图 4-4 中 ， 
CR? = CA? + AR? 
= CA? + CB? 
z CS 
—. CR = CS = e' CA; 
所 以 pOn 是 渐 近 线 夹 前 的 一 半 ( 双 曲线 ,[ 命 题 ]4). 但 是 On 
平行 于 横 轴 ,所 以 Op 平行 于 一 条 渐 近 线 ， [141] 


命题 10 


过 任 一 点 作 两 条 直线 ,使 它们 平行 于 两 条 定 直线 ,与 一 已 知 
BERAZ ,那么 对 于 这 一 点 的 一 切 位 置 ,所 作 两 线 与 圆锥 面 两 
交点 到 这 点 距离 乘积 之 比 是 常数 ， 


图 6-10 
图 中 未 画 出 ORR 和 VH. 


[证 明 ] 设 OQQ'.ORR' RoB xL O 点 所 作 的 两 条 直线 , 平 
行 于 两 条 定 直 线 , 交 圆锥 面 于 Q.Q'.R.R'. 
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HHA V EVG. VHE 平行 于 定 直 线 ,与 一 个 垂直 于 圆锥 面 


(142) 的 轴 的 定 平面 相交 于 GMH. 


先 只 考虑 乘积 09 -0Q'. 
设 通 过 C HH 的 这 个 定 平面 交 平 面 YQ0' 于 直线 6L'L, 交 
Baro E T E LL. 
又 设 通过 0 点 且 与 定 平 面 68 平行 的 平面 交 平 面 VDQ' 于 
OKK' ,交加 锥 面 于 图 KK". 
三 角形 OKQ 和 GEY 在 同一 平面 内 ,并且 它们 的 对 应 边 平 
fT, 
0Q:0K = GV: GL. 
类 似 地 
0Q':0K' = GV:GL'. 
^. 0Q:0Q':OK- OK' = GV: GL- GL. 
现在 对 于 0 点 的 所 有 位 置 , GV ERN, HHR CL GEL 
是 常数 . (Euc. ll. 36.) 
OQ- OQ' A: OK- OK'. 
类 似 地 
OR- OR’ = uy. - OM- OM', 
其 中 和 jy 是 常数 ,1 LM EVR, VR SI KK IE. 
OK:OK' = OM: OM', (Euc. ill. 36.) 
00*0Q': OR OR' 2 A:y. 
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第 7 章 补充 命题 


[本 章 列 出 一 些 ] 留 给 读者 证 明 的 重要 命题 
抛物 线 


1. it POp RÉULTUSRBQE, THT O.3fUE PN ,pn 是 纵 标 
线 , 求 证 ;AN' An = 403.( 见 命题 3) 
2. 抛物 线 的 三 条 切线 所 成 三 角形 的 外 接 轩 通过 焦点 ， 
( 见 命题 13) 
3. 设 00 ,00’' 是 [抛物 线 的 ] 切 线 , OF 是 直径 ,求证 : 角 
QOV 等 于 0'0S.{ 见 命题 7,13) 
4. 设 P 是 [抛物 线 中 ] 平 分 弦 00' 的 直径 的 端点 , 民 是 另 
一 条 直径 的 端点 ,后 面 这 条 直径 交 00' 于 对 .求证 ， 
QM -MQ' = ASP- RM. 
{ 见 命题 16) 
5. 设 通过 抛物 线 上 任 一 点 R 的 直径 交 荔 Q TFM, ZH 
线 07 于 了 ,求证 ， 
TR:RM - QM: MQ'. 
(Ha 16, 17 和 19 的 证 明 ) 
6. & OP 切 抛 物 线 于 P, 0QR MSETO, R, Xi 
通过 P 点 的 直径 交 纹 QR 于 上 ,求证 : 
0U? = 00.08. 
( 见 命题 19) 
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Gus ek. 


7. 设 圆 与 抛物 线 相交 于 四 点 4,8.C,D, 则 公共 弦 AB, 
CD 与 抛物 线 的 轴 的 来 角 相 等 , ( 见 命题 19) 

8， 设 圆 与 抛物 线 相 交 于 四 点 , 则 此 丁点 的 纵 标 线 之 和 为 

[144] $. ( V. ái 15,19) 

9. 如果 [抛物 线 ] 在 三 点 P,Q, R 处 的 法 线 交 于 一 点 , 则 
P,Q.R 的 纵 标 线 之 和 为 零 ,上 且 三 角形 POR 的 外 接 贺 通过 [ 抛 
物 线 的 ] 顶 点 . 《利用 解析 几何 》 

10. it 0Q.,OQ' 是 扫 物 线 的 两 条 切线 , 则 弦 00' 从 执 物 线 
割 下 的 弓形 面积 等 于 三 角形 000' 面积 的 三 分 之 二 .《 见 命 题 
16) 


圆锥 曲线 


1. 一 直线 与 圆锥 曲线 的 交点 不 能 多 于 两 个 ， (命题 2) 

2， 如 果 一 个 圆 与 一 条 圆锥 曲线 相交 于 四 点 ,那么 这 些 点 
中 任意 两 点 连 成 的 纺 与 轴 的 赤 和 角 等 于 另 两 点 连 成 的 落 与 轴 的 夹 
fa. (椭圆 34) 

3. 已 知 一 条 圆锥 曲线 的 焦点 , 准 线 和 离心 率 ,以 及 一 条 平 
行 于 轴 的 直线 ,确定 此 直线 与 圆锥 曲线 的 交点 . 

{提示 。” 设 此 直线 交 淮 线 于 M LA US S EERDER EEEN 

X. JEL X SI. Le SX 为 半径 作 圆 .连结 SM , 交 圆 于 p,p', 作 SP. SP €E 
ITF Xp, Xp 0) P 和 P' 是 所 求 的 点 .) 

4. PERZI SLEE- EARI PSP ERS S 两 侧线 
段 的 调和 中 项 : 


1 1 2 


SP t SPT SE 


[提示 ] 
SP: SP = SN:SN' 
= NX -SX:sSX - N'X 
= SP ~ SL: SL - SP'. 


5， 焦 点 嘴 的 [位 于 焦点 两 侧 的 ] 两 条 线段 的 靳 积 , 与 弱 长 
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aimé 
成 比例 
6， 任 意 两 条 相交 弦 [ 各 自 被 焦点 分 成 的 ] 两 条 线 眉 的 乘积 


与 平行 于 它们 的 焦点 弦 长 成 比例 (椭圆 34) 
7， 柱 圆 或 双 曲 线 的 两 条 垂直 切线 的 区 点 在 一 个 定 圆 上 ， 


xx EAE. CHI 14) [145] 

8. 求证 ; 

PG:CD-CB:CA, Pg: CD = CA: CB. 

(椭圆 18 和 33) 

9. 求证; 

SP: S'P = CD? = PG* Pg. 

GPEER 13 和 18) 

10. 如果 060' 是 一 条 平行 于 半径 CD ARR MA 


QQ' - CA 22CD'. 

11. 如 果 圆 锥 曲线 的 一 条 直径 交 准 线 于 了 ,那么 ZS 垂直 
T 9b ETE BOSE. OA 11 和 25) 

12. 如 果 00 ,00 是 国 锥 曲线 的 切线 , 90' 交 淮 线 于 天 , 那 
4 OSK 是 直角 三 角形 ，( 椭 贺 22) 

13， 如 果 P 点 处 的 切线 交 一 对 共 轧 直径 于 TT 和 ,那么 

PT: Pt = CD?.. ORBIS] 28) 

14. 法 线 PG 在 焦 半 径 SP pÉOSHEESCTOEIERRGE. (椭圆 
12) 

15. it 00 , 00' 是 椭圆 的 一 对 切线 ;从 0 点 作 一 直线 , 交 
WF K, M. 00' 于 工 .那么 O,K,L,.M VARIAR, BI 

2 1 1 

16. 设 CP,CP' 是 一 条 圆锥 曲线 的 互相 竺 直 的 半径 ,求证 ; 
+ gp IC CEARN 33) 

17. 设 一 直线 通过 第 二 条 直线 的 极点 ,求证 :第 二 条 直线 也 
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[146] 通过 第 一 条 的 极点 , (射影 ) 


圆柱 面 和 圆锥 面 的 截 线 


1 在 [圆柱 面 或 圆锥 面 的 ] 平 面 截 线 的 任 一 点 ,切线 与 焦 
半径 的 夹 角 等 于 它 与 母线 的 赤 角 . 

2. 截 线 [椭圆 _ 的 短 半 轴 是 两 个 焦 球 半径 的 比例 中 项 . 

3. 对 于 圆锥 面 的 所 有 截 线 , 正 焦 弦 与 从 圆锥 面 项 点 到 截 
面 的 垂 线 长 成 比 便 . 

4. 一 个 任意 离心 率 的 椭圆 总 能 从 正 圆柱 截 得 ,并 能 利用 
正 射影 变 成 圆 . 

[147) (X HE) 
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第 8 章 i m 


抛物 线 


l. 设 OS 是 拖 物 线 的 一 条 焦点 弦 , 平 行 于 P 点 处 的 切线 , PE 是 法 
线 .求证 :05 5g = PC2. 

2. 设 两 条 抛物 线 有 公共 焦点 ,并 且 它 们 的 轴 在 相同 方向 上 ., 作 一 条 
通过 焦点 的 直线 , 与 它们 相交 于 四 点 .求证 :这 由 点 处 的 切线 围 成 一 个 矩 
形 , 并 且 这 算 形 有 一 条 对 角 线 通过 焦点 . 

3. 已 知 抛物 线 的 准 线 和 曲线 上 两 点 , 求 焦点 .再 作 一 条 切线 ,使 它 
平行 于 两 个 已 知 点 的 连 线 . 

4. 设 PNO 是 她 特 组 的 一 条 双 纵 标 线 , APO. 是 等 边 三 角形 .求证 : 
AN STERKA 3 倍 ， 

5. dE MER t, pn UD 28 3e fa B8 ^T RR LEGIS 18D ex fe A ni XE T 
焦点 的 张 角 的 一 半 . 

6. i 00,00' 是 扫 物 线 的 切线 , 弦 00' 交 轴 于 六 ,并 设 OM. Rb 
fiae E SR IE: AM = AR. 

7、 对 于 一 条 抛物 线 在 其 任意 点 的 法 线 PC ,在 上 面 取 分 点 如 ,使 得 
PO: QG 是 定 比 .求证 ;8 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 . 

8. 已 知 两 条 抛物 线 有 公共 的 准 线 ,求证 :它们 的 两 条 公共 切线 互 成 
直角 . . 
9. 已 知 一 条 抛物 线 的 准 线 和 两 条 切线 ; 求 此 抛物 线 的 焦点 ,并 求 已 
知 切 线 上 的 切 点 . 

10- 设 抛物 线 的 一 条 弱 长 等 于 从 平分 此 张 的 直径 端点 到 此 汞 中 点 工 
离 的 4 倍 .求证 :这 条 蓄 通 过 焦点 . [148] 
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Bit UL ne 


U. BE 0P OP 中 抛物 线 的 切线 , 交 [ 顶 点 ]4 处 的 切线 于 了 n Y" Uf 
Wt PP' EF K RUE: AY ,KY 平行 于 切线 OP ,0P'. (本 命题 对 于 作 一 直 
径 和 它 端点 处 的 切线 邦 正 确 , 不 限于 轴 . ) 

12， 设 PY 号 抛物 线 在 点 P 处 的 切线 , 交 顶 点 处 的 切线 于 了 .以 PY 
MA dB SF K 和 天 .求证 :PK .PK 的 延长 线 是 曲线 的 法 线 . 

13， 说 抛物 线 的 两 菜 纺 AB, Co 延长 后 相交 于 昌 , 在 AB, CD 上 取 点 
,上 ,使 得 OE? = OA- OB. OF* - OC- OD RE uE: EF 平行 于 轴 . 

14. 若 一 抛物 线 与 三 角形 的 三 过 都 相 切 . 则 其 准 钱 通过 和 对 心 . 

15. up ded EDS ERU 上 四 个 已 知 点 .那么 它们 的 轴 的 安 点 
是 这 四 点 的 重心 中， 

16. ix 000' ,PROR' 是 抛物 线 的 两 条 蕊 ,并 设 ROR a AE K. 
日 ,8' 处 的 切线 于 rr Ar. aR 页 = R'T' ,求证 : OR = OR'. 


HA 


17. i$ POO j&— T t fa CAERE RR P 两 端的 切 
8 REDE. 

13. iE—R SIE Hb ER ahi PU 10 TE B AREF E, A 
ik PS AR XE fS EX TRE EC. 

19, iBH IE FEE b [RE HE — ERE ELS, fane fr 180 de SFO mA. 

20. ik P 和 9Q ERRIA EISE 8 是 一 个 焦点 ,求证 : SP 
等 于 从 5 ERE g 点 的 切线 所 作 垂 线 的 长 . 

21. ÉHRITE P aiT Ask T gi Pn 是 对于 轴 的 纵 标 线 .求证 : 

[149] Cg: Cn = CS: CBF, 

22. ik s he- A&i. ta E R P ft m, M RR EE E AR E F 
zx iE- P AER RE EER SP 的 交点 在 一 个 定 赔 上. 

23. (00 从 抛物 线 的 轴 上 一 个 已 知 点 作法 线 ， 

(2) 从 炳 图 的 长 轴 一 个 已 知 点 作法 线 . 

24， 设 两 个 要 圆 有 -- 个 公共 焦点 $, 从 它们 的 一 条 公 切 线 上 企 -… 点 P 


Q dp: 一 个 点 集 的 重心 (centroid) 的 坐标 等 于 集合 中 所 有 点 的 
坐标 的 算术 平均 值 . 


— 146 一 


[分 别 , 作 这 两 个 奏 圆 的 [第 二 和 条] 切线, 交 另 一 条 公 切 线 于 Q., RR UE: 
一 QSR 的 大 小 是 常数 ， 

25. 已 知 加 锥 曲线 的 一 段 弧 ,说明 怎 样 确定 它 是 抛物 线 的 一 部 分 . 椭 
加 的 一 部 分 或 双 曲 线 的 一 部 分 . 

26. 已 知 椭 图 的 两 条 切线 和 一 个 焦点 , 求 其 中 心 的 轨迹 . 

27， 设 圆锥 曲线 的 一 条 切线 训 两 条 准 线 于 点 LM. WE S, HER 
ALS, MH 相交 于 让, 求证 :LV = MN. 

28. 设 PO 是 一 条 圆锥 曲线 的 双 织 标 线 ,并 设 连 结 P a ER E 
ERRAT R RE.: QR 通过 焦点 . 

29. EAP, ARE AP, B80 延长 后 相交 于 0;0C ,PD 是 平行 于 它 
i183 ,彼此 相交 于 兵 , 求 证 :三 角形 408 与 CRD 相似 , 且 AB 平行 于 
CD. 

30. 设 两 条 园 锥 曲线 有 一 个 公共 焦点 ,并 且 只 相交 于 两 点 ,那么 它们 
的 公共 攻 通 过 对 应 准 线 的 交点 . 

31， 在 椭圆 中 有 一 组 内 接 平 行 四 边 形 , 它 们 的 边 平行 于 一 对 等 共 轿 
直径 .求证 :平行 四 边 形 的 边 长 的 平方 和 是 常 数 . 

32. 证 明 下 面 的 贺 锥 曲线 法 线 画 法 的 正确 性 : 作 纵 标 线 PN ,在 轴 上 
标 出 NK, NL, (itd T NP ER PK, PL, 与 曲线 又 交 于 0 .0' , 取 
QQ' EJ PE V,M PV E P BREE. [150] 

33， 设 一 椭 隔 内 切 于 到 边 形 ABCD, 并 设 S 是 这 椭圆 的 一 个 焦点 , 求 
证 : 角 ASB 5j CSD 之 和 等 于 BSC 5 DSA ZA. l 

34. 从 椭 回 的 两 个 焦点 到 椭圆 上 任 一 点 处 法 线 的 距离 之 比 ,等 于 从 
这 两 个 焦点 到 该 点 处 切线 的 距离 之 比 . 

35. 已 知 圆锥 曲线 的 两 条 切线 和 它 的 中 心 .求证 ; 它 的 焦点 的 轨迹 是 
一 条 直角 观 曲 钱 ， 

36. 将 本 区 上 在 一 点 P 的 织 标 线 PN 延长 ,与 正 集 汞 一 端 处 的 切线 相 
AUF Q.GRUE: QN = SP. 

37. WAEBUE rm i PR DRIA E 1C EL— 1-31 EET SE iB P3 OR RE 0d 
Ft e B f na Ge DUREE eE 55 SERO BEDS s b 

38. 设 OP, OQ $M BEER E — x e REPRE 0 89 35 A ER 3E UE 
PCP' 是 这 精 圈 的 一 条 直径 .求证 ;8P' 通 过 一 个 焦点 . 

39. 在 一 条 圆锥 曲线 中 , 设 纺 PO. PO 与 轴 成 等 角 . 求 证 :三 角形 
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POO 的 外 接 圆 与 圆锥 曲线 相 切 于 P. 

40. WfEBBBUHU 8 AROA, EPR- TH RAFAT 
全 的 三 茶 边 RACENS A AFT. 由 此 说 明 , 怎样 利用 一 把 
平行 六 画 出 枉 圆 在 任 - -点 的 切线 .【 射 影 ) 

4l. i RP 是 已 知 椭圆 的 件 一 : 动 强 , 切 点 为 PLE SRP 的 大 小 一 
定 [5 TG ORE: R 的 轨迹 是 一 个 圆 . 

42. 在 椭圆 的 点 0.0 处, OQ. OQ' 是 切线 ,06,06' 是 法 强 , 交 长 轴 
于 GG. 求证 :三 角形 0Qc.OQ'C' SUL. 

43. WA OQ ,00' 村 于 通过 0 点 的 纵 标 线 足 的 张 角 相 等 . 

44. 一 个 李 图 与 一 个 三 角形 相 切 于 各 按 中 点 .求证 : 栖 贺 的 中 心 是 三 

[151] 角形 的 重心 


抛物 线 


45， 设 AR. SY 分 别 是 从 抛物 线 的 项 点 和 焦点 到 一 条 切线 的 重 线 . 求 
证 : 

SY! = SY- AR + SA?. (1. C, S. 1884.) 

46. P 是 抛物 线 上 性 一 点 ,SR 是 4P MER, DETUR A ] 处 的 切线 于 
RR. 求 证 :4R 是 从 P 点 到 轴 的 稚 线 长 PN 的 四 分 之 一 (Clare, 1888.) 

47. 一 条 抛物 线 与 等 边 三 角形 ABC 的 三 边 [ 所 在 直线 ] 相 切 ,在 a. 
B.C 的 对 边 上 的 切 点 分 别 为 4' ,及 LC OR UE: A LBB' CC 相交 于 抛物 
线 的 焦点 . (Trin. 1887.) 

48. 一 条 抛物 线 在 另 一 条 与 它 相 等 的 抛物 线 上 滚动 ,开始 时 优点 重 
合 .求证 ;滚动 抛物 线 在 顶点 处 的 切线 总 是 与 一 个 定 圆 相 切 ,，{ Trin. 
1887.) 

49. P .如 是 抛物 线 上 两 点 ,使 得 以 P,O 为 图 心 并 通过 焦点 5$ 的 两 个 
圆 正 交 于 S 和 R. 设 @ 与 两 圆 交 点 的 连 线 交 准 线 于 了 FT .求证 : 角 TPT 
等 于 角 RPS 的 一 半 . (Pemb. 1887.) 

50. 在 抛物 线 中 , 设 二 4SP 等 于 直角 的 三 分 之 四 .求证 : P 点 的 纵 标 
线 与 正 焦 蓄 一 端的 法 线 相交 于 轴 上 . (Magd. 1888.) 

51. 已 知 抛物 线 的 两 条 切线 和 它们 上 面 的 切 点 的 位 置 , 求 焦点 和 淮 
££, (Qu. 1888.) 

32. OP,0Q 是 抛物 线 的 两 条 切线 , 切 点 为 P 和 8 ,3 是 焦点 , 苦 08 
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与 通过 ,P,Q 的 图 再 相交 于 了 , 则 S 平分 OT. (Qu. 1888.) 

53. iR PG 是 抛物 线 在 己 点 的 法 线 .求证 :以 G HEt, GP 为 半径 必 
, 则 从 抛物 线 上 任 一 点 到 此 了 的 切线 长 等 于 从 该 点 到 P 点 的 纵 标 线 的 
ERE. (Jes. 1888.) l [152] 

54. HH 是 三 角形 ABC 中 4 角 的 外 角 平 分 线 上 一 个 定点 ;出 HA 为 弦 
作 一 个 贺 , 交 直线 AB, AC 于 P TU ORE: PQ 包 络 成 一 条 抛物 线 , 它 以 号 
为 焦点 ,并 且 它 在 顶点 处 的 切线 是 从 所 到 4B 和 4C 所 作 垂 线 的 垂 足 的 连 
£&. (Jes. & c. 1888.) 

55， 在 抛物 线 顶 点 处 的 切线 上 取 点 了 ,了 ,使 sy SY 是 常数 ,并 设计 
Y 的 舅 一 条 切线 和 过 的 另 一 条 切 钱 相交 于 0. 求证 :0 的 轨迹 是 图. 
(Joh. 1888.) 

56、 一 个 图 与 抛物 线 相 切 于 点 P ,并 且 和 通过 焦点 . 设 下 是 贺 与 轴 的 另 
一 交点 ,并 设 A 是 抛物 线 的 顶点 .求证 : AK 等 于 P 点 模 标 线 的 三 售 . (Sel. 
1888.) 

57， 在 抛物 线 的 一 条 切线 上 取 两 点 P,0, 便 它们 到 焦点 等 距离 , 求 
UE; P.QfEBSS —RUIERTRAE TH E. (Pet. 1886.) 

58. P.Q,R fé 4958 E lg x, 3E PR 与 通过 吕 PEÉCEGECE T S,3E 
PQ 与 通过 中 的 直径 相交 于 了 .求证 : ST 平行 于 P AANU. (Clare, 
1887.) 

59. S 是 抛物 线 的 焦点 , SL 是 半 正 湾 弦 ,抛物 线 的 顶点 是 4. 4 点 处 
的 切线 与 通过 上 的 直径 相交 于 0 ,在 通过 0 点 的 任 一 直线 上 任 取 两 点 
和 眉 . 求 证 :从 PP 点 所 作 两 条 切线 的 切 点 连 线 与 从 0 点 所 必 两 条 切线 的 切 
点 连 线 相交 于 一 045 的 平分 钱 上 ， (Trin. 1886.) 

60， 求 证 :着 抛 物 强 的 焦点 为 5, 顶点 为 AL P 是 轴 上 的 一 个 外 点 ,A 
点 处 的 切线 与 以 上 为 直径 的 圆 相 交 于 人 ,以 , 则 PO ,PR 与 抛物 缆 相 切 . 

再 证 明 : 若 一 条 切线 交 此 圆 于 0' ,FR', 则 从 0',R' 到 抛物 线 所 作 另 一 
条 切线 相交 于 加 上 . (Trin. 1887.) [153] 

61. zh S—3E m ER -— EERE LAUS OEC, UEBR E IBI SR PRI 
H OR RIERGEBIESHE. (Qu. 1887.) 

62， 抛 物 线 通过 四 个 已 知 点 A,B,C,D, AP AB 平行 于 CD. 找 出 一 
种 几何 方法 来 呆 这 条 抛物 线 的 轴 . (Jes. 1887.) 

63. A JU P 是 两 个 定点 . 考 虚 那些 以 4 为 顶点 且 和 通过 P 点 的 抛物 线 . 
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求证 :PP 点 处 的 切线 与 4 点 处 切线 ,法 线 的 交点 在 阅 个 定 圆 上 .〈Joh. 
1887.) 

64. 设 PN ,PL ÆA P d eL 8 52x iS ] ais ER RT Es b 0) RIT 
FR ORE: LY 总 是 与 一 条 抛物 线 相 切 . (Pet. 1886.) 

65. 抛物 线 的 一 条 动 切线 与 两 条 定 切线 相交 于 点 了 和 有 .求证 :37: 
ST' 是 定 比 . (Trin. E886.) 

66. d; QD 是 到 抛物 线 的 直径 PY 的 垂 线 , 则 

QD: QV? = 5A: SP. (Trin. 1886.) 

67， 设 了 是 从 抛物 线 的 焦点 3 到 P 点 处 切线 的 垂 线 足 ,过 了 作 了 天 E 
行 于 抛物 线 的 轴 , 区 法 线 PE 于 于 ,连结 5SK. 求 证: 三角 江 SKG 和 SKP 的 
面积 都 等 于 三 角形 Spy 的 面积 . (T.H. 1886.) 

68. 设 O 是 定点 ,MM' 是 一 条 不 通过 0O 点 的 定 直线 ,@ 是 M 上任 
一 点 ,以 0Q 为 底 边 向 离开 MM" BS— DEL TEARRE — SUE , GERE TUR Z7 OPQ 总 
是 等 于 OQ 5MM PERAR RIE: P 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 ，(T. 
H. 1886.) 

69. i& ABC 是 一 条 抛物 线 的 内 接 三 角形 .求证 ; ABC 的 各 边 长 度 是 

[154] 平行 于 它们 的 切线 围 成 的 三 角形 边 长 的 四 倍 . {1.,C.S. 1887.) 

70. 抛物 线 的 顶点 是 4, 轴 是 AN Na TES Pi, Pa 处 的 切线 相交 于 
P EB. ,NN 和 分 别 是 Pi1,P; 和 P EATER IE RIE: 

PIN PrNa= AN: AN; = ANI: AN. (1.C.S, 1887.) 

71]，00,008' 蚌 抛物 线 的 切线 , OF 是 一 条 直径 . 设 OF SHEET K. 
QQ EAF N GE iE: OK = SN ,其 中 $ 是 焦点 . ([.C.S. 1886.) 

72. 设 [ 撒 物 线 ] 在 焦点 弦 PSQ 两 端的 切线 相交 于 DD, 则 SD RAS 与 
PO 的 比例 中 项 . (L.C.8. 1883.) 

73. 求 在 一 给 定 圆 中 一 个 抬 定 弓形 的 内 切 圆 圆心 的 轨 进 .( Pet. 
1887.) 

74. PSP'.QSQ' ,FSR' 是 通过 抛物 线 焦点 5 的 三 条 纺 . 求 证 :三 角形 
POR 与 PQO'R' 的 面积 比 等 于 P,0,R fU P'.Q'LR' BOSE ERE PEZ IC. 
(Pet. 1887.) 

75. 一 族 抛物 线 都 与 两 条 已 知 直 线 相 切 ,其 中 一 条 切 于 已 知 点 , 求 
证 :焦点 在 一 -个 定 贺 上 , 淮 线 通 过 一 个 定点 ,，(Trin. 1887.) 

76， 两 条 相等 的 抛物 线 有 公共 轴 , 媚 向 相反 .求证 :每 条 抛物 线 中 与 
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另 一 条 相 切 的 艾 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 扩 物 线 , 其 大 小 等 于 厌 抛 物 线 的 三 
分 之 一 . 《Trin. 1887.) 

77. WARE P 点 的 法 线 交 顶点 处 的 切线 于 下 , 交 曲线 于 男 一 点 f. 

设 此 抛物 线 的 轴 与 P 点 处 的 切线 ,法 线 相交 于 了 和 G6. 求证 ; 
PF-Pfz TG, (T.H. 1888.) 

78. JaSNnEXXETE— A P 的 法 线 交 曲线 于 另 一 点 0; T EZP 的 极点 
[ 即 过 艾 丙 端 所 作 切 钱 的 变 点 ], 且 T 与 焦点 $ 的 连 线 与 过 P 所作 SP 的 三 
线 相交 于 点 0. 求 证 : TS = S0,3ER ZZ TOQ 是 直角 . (oh. 1887.) [155) 

19. 了 是 抛物 线 的 焦点 该 @0' 的 中 点 ,在 0 和 中 处 的 切线 相交 于 了 ; 
求证 :三 角形 TOP 的 外 接 圆 与 直 钱 TV. 的 交点 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 . 
(Pet. 1887.) 

80， 从 抛物 级 上 任 一 点 作法 线 , 交 曲线 于 Pi, P:. 求 证 ; 弦 PiP 通过 
一 个 定点 . (Clare, 1887.) 

81. 两 条 抛物 线 相等 .有 公共 轴 且 局 向 议 营 ;其 中 一 条 的 切线 交 另 一 
条 于 P MOORE: F 到 过 P 点 直径 的 垂直 降 亢 是 常数 ,而 且 纺 PQ RIT 
的 弓形 面积 也 是 常数 . (Pemb, 1886.) 

82， 在 抛物 线 上 求 一 点 ,使 在 这 点 的 法 线 长 等 于 已 知 线段 .(T.HH. 
1887.) 

83. A MTAL AU — A UTER BELRLAE RE — FRE 3062 8 Ao AG SER 
与 描 物 线 焦 点 的 连 线 通 过 第 三 廊 上 的 切 点 . (Cah, 1887.) 

84、， 两 条 抛物 线 有 相同 的 焦点 , 且 相 交 成 直角 .求证 :它们 的 顶点 连 
线 通 过 焦点 ,并且 等 于 它们 的 交点 的 焦 半 径 . (Joh. 1886.) 

85. 设 PN 是 抛物 线 的 一 条 纵 标 线 ,过 N PESE ONO ZABRAT 和 
0, 则 8 $i o'i S s £XIUSRPISET PN 的 平方 . (Sel. 1887.) 

86， 设 两 条 定 直 线 相交 了 于 A, H 8 是 定点 ;过 4 和 日 作 图 , 交 这 些 直 
ACT CAD, HI CD 总 是 与 某 条 抛物 线 相 切 . (Sel. 1887.) 

87，: 考 抛物 线 在 一 点 的 纵 标 线 等 于 横 标 线 , 则 在 这 点 的 法 线 [被 曲 瑟 
截 得 的 ] 弦 对 于 焦点 的 张 角 为 直角 . (Pea. 1885.) [156] 

88. i3—-T Eb c EU 89 f S FARHAT P, 相 交 于 上 和 
M, IAEF N. RIE: LP 等 于 MN. (Clare, 1886.) 

89， 找 出 一 种 几何 方法 确定 抛物 线 准 线 的 位 置 ,已 知 这 条 抛物 线 的 
轴 平 行 于 一 条 给 定 直线 ,抛物 线 通过 两 个 给 定点 ,并 与 通过 其 中 一 点 的 一 
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PE ARH. (Clare, 1886.) 

9， 设 对 于 了 点 的 所 有 位 置 ,抛物 线 的 切线 TP, TQ 对 于 焦点 的 张 角 
为 常数 .求证 :三 角形 SPT 和 STQ 的 外 接 圆心 的 距离 与 ST? 成 比例 . 
(Clare, 1886.) 

91. 设 PO 是 抛物 线 的 一 条 焦点 弦 , R 是 过 0 的 直径 上 任 一 点 . 求 


证 ;平行 于 PR 的 焦点 弦 长 2 2 (Trin, 1885.) 

92. 在 并 角形 ABC 的 边 上 取 点 D, EE 下 ,并 且 攻 三 条 具有 相同 焦点 的 
抛物 线 ,其 中 一 条 与 BF. FE ,EC 相 切 ,另外 两 条 各 与 对 应 三 线 相 切 ;3 是 
公共 焦点 , 准 线 [ 两 两 ] 相 交 于 G, H, KRIE: JE DSG, ESH, FSK 的 面 
积 之 比 等 于 SD , SE, SF 的 平方 比 , (Trin. 1885.) 

93. 两 条 抛物 线 有 公共 焦点 ,从 有 曲线 外 一 点 了 向 一 条 抛物 线 作 切 线 
TP ,70 ,向 另 一 条 抛物 线 作 切线 TR, TS. VEZ PTQ 与 一 RTS 互补 ,求证 : 
PR 与 QS 平行 或 相交 于 焦点 . 如果 它们 平行 ,证 明 它们 也 平行 于 两 条 抛物 
线 的 公 切 线 . (Pemb. 1885.) 

94， 从 两 个 定点 A.B 到 一 条 动 直线 作 垂 线 4P ,88. 求 证 : 闭 四 边 形 
480P 的 面积 为 常数 , 则 动 直线 的 包 络 为 抛物 线 ,《Caius，1885.) 

95. WPR ERZ L RER RRIF B — A PP, 在 P 点 处 
的 切线 与 正 焦 该 的 延长 线 相 交 于 时 ,与 轴 相 交 于 T, PN 是 从 P 点 到 轴 的 

[157] A ORE: LM EERTE, NT EIEREN. CK 1885.) 

96. 4 是 抛物 线 的 硕 点 ,5S 是 焦点 ,P RADARES; PN REP 的 
METR I SAESP 的 重 线 , 交 PO 点 处 的 法 线 于 上 ;车 LW REL BS ER, 
RIE: SM 22AN. (Qu. 1886.) 

97. P. Q 是 抛物 线 上 任意 两 点 ,R EAEI rp, RM 是 民 
的 纵 标 线 ,垂直 于 轴 . RG 垂直 于 PO , 交 轴 于 C. RIEME 等 于 抛物 线 的 半 
EZ. (Qu. [886.) 

98. RE: TE JE UTER B ERRERA. (Cah. 1886.) 

和 9， 作 一 条 抛物 线 , 使 它 与 三 条 已 知 直 线 相 切 ,并 且 焦 点 在 另 一 条 已 
AES E. (Pe. 1861.) 

100， 从 抛物 线 的 焦点 S 作 一 条 直线 平行 于 疡 点 处 的 切线 , 交 划 线 于 
4iP 点 处 的 直径 变 SO 于 EE, 求 证 :5 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 , 其 正 焦 缠 等 于 
已 知 曲线 的 一 半 . (Jes. 1861.) 
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101. MWH -— 5 天 处 的 法 线 是 作 CR 垂直 于 于 ,与 以 SP 为 直 
径 的 圆 相交 于 了 上 ,延长 LS, P 点 处 的 切线 于 品 . 求 证 : 比 05 :0P 不 变 ， 
(Sid. 1861.) 

10. 抛物 线 通 过 两 个 定点 AB. MERES Ip E RAANG. 
(oh. 1861.) 

103. A-R, EE TRE ex S a 0 £x; 5 — P. n a n EX Fd , F 
有 它们 的 集 点 在 这 条 已 知 抛 物 线 上 .求证 :它们 相交 于 这 条 已 知 抛物 线 的 
PER. (Pet. 1861.) 

104. 扫 物 线 在 任 一 点 P SbBOUISE 55— AURAA CHENA 
CTQ.R. UI Q 的 另 一 条 切线 与 通过 RR 的 另 一 条 切线 相交 于 ,并 说 国 
在 Q 和 中 处 的 切线 相交 于 .求证 ; TU FITER. (Pet. 1882.) 

105， 在 抛物 线 的 一 条 元 点 弦 的 中 点 作 直 线 垂直 于 准 线 ,并 在 线 上 取 
线段 长 等 于 弦 的 一 半 . 求 线段 端点 的 轨迹 . (Clare, 1882.) [158] 

106. 从 P 点 作 PM 垂直 于 抛物 线 在 顶点 处 的 切线 ,又 作 MO 垂直 于 
AP .求证 ;0 的 轨迹 是 一 个 辆 , (T.H. 1882.) 

107， 过 抛物 线 轴 上 上 一 定点 作 一 条 芝 PQ ,再 作 一 个 困 , 其 半径 为 已 
知 , 并 且 通 过 点 P 的 和 9 的 纵 标 线 足 . 求 证 :圆心 的 轨迹 是 一 个 上 (Jes、 
1882.) 

108. 一 个 辕 与 一 已 知 回 正 交 , 并 在 一 已 知 直 线 上 截 下 给 定 长 度 . 求 
证 :圆心 轨迹 是 一 条 抛物 线 ,并 且 它 与 已 知 圆 相交 所 得 的 弦 的 包 络 是 一 条 
圆锥 曲线 . (Jes. 1886.) 

109. PSP 是 抛物 线 的 一 条 焦点 芷 .通过 户 ,P' 的 直径 分 别 与 点 P',P 
ALB)EERHSET- V, V' .求证 ; PVP 是 平行 四 边 形 . (Jes 1826.) 

110. ACP 是 团 的 一 个 山形 ,其 圆心 为 C ,半径 CA 是 固定 的 . 作 一 个 
AHA AP 外 切 , 并 且 与 CA 及 CP 的 延长 线 都 相 切 ,求证 :所 作 贺 的 圆心 
轨迹 是 一 条 抛 牺 线 .《Joh，1885 .) 

Mi. 世 知 抛物 线 的 轴 的 方向 , 且 曲 线 与 一 个 三 角形 的 各 边 相 切 .证 
明 如 下 作 焦 点 方法 的 正确 性 :过 三 角形 的 一 个 顶点 A 作 直 线 4D 垂直 于 给 
定 方向 , 交 [ 三 角形 的 外 接 ] 贺 于 D. 3d D EDS 垂直 于 对 边 , 交 加 于 SIM 
S 是 焦点 ，(Pel. 1884.) 

H2. 设 P,Q.R 是 抛物 线 上 三 点 ,5 是 焦点 .过 只 作 RI 和 RY 分 日 
平行 于 PP 点 和 8 点 处 的 切线 ,与 通过 的 直径 相交 于 U fV. ALAS 
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法 证 明 : RU = ASP* QV. 
利用 这 个 结果 ,对 下 徊 的 命题 给 予 几 柯 证 明 : 
抛物 线 的 切线 TO 和 TR 与 P 点 处 切线 相交 于 和 了 .在 通过 7 点 的 
直径 端点 处 的 切线 交 P 点 处 切线 于 0. 那么 , 若 S 为 焦点 , 则 SP- OR = 
[159] 230- XY. (Joh. 1886.) 

113. PUR IA VER d 2: dE 8n Hs esc a (B D r3 JR FL EE —ÓE CT f 
直线 与 两 条 抛物 线 相交 于 PORUP'LTLOBS AES 00' 5 PP 相交 于 只 . 求 
iE; RO -RQ : PP'? 为 定 比 . (Pet, 1884.) 

114. 抛物 线 的 三 条 切线 所 成 三 角形 的 外 接 圆 道 过 焦点 ,求证 ; 这 个 
图 在 焦点 处 的 切线 与 抛物 线 的 轴 所 成 的 角 等 于 抛物 线 的 三 条 切线 与 轴 所 
RAMA. (Pet. 1884.) 

115. PQ 是 抛物 线 在 己 点 的 法 线 ,了 是 它 的 极点 .求证 :过 7 点 作 直 
径 , 则 PS 通过 此 直径 的 端点 . (Pet, 1885.) 

116. 动 直 线 总 是 被 两 个 定 图 截 得 相等 的 范 . 求 证 : 它 总 是 与 一 条 抛 
物 线 相 切 ,并 且 这 抛物 线 的 焦点 平分 两 贺 贺 心 的 连 线 . (Pet. 1885.) 

117. 将 抛物 线 上 每 一 点 的 纵 标 线 向 轴 的 对 面 延 长 ,家 到 长 度 等 于 该 
点 到 焦点 的 距离 .求证 :延长 线 端 点 的 轨迹 是 另 一 条 抛物 线 , 并 且 隔 曲线 
的 轴 的 交角 等 于 直角 的 -一半 ，(Clare ，1885 .)》 

118， 抛 物 线 的 两 条 定 切线 TO.TR 与 一 条 动 切线 相交 于 Y Y E 
物 线 的 藻 ,使 它 平行 于 XY ,并 且 等 于 好 ,那么 它 包 络 成 一 条 相等 的 抛物 
££. (Trin. 1884.) 

119， 过 抛物 线 上 任 一 点 P 作 一 直线 垂直 于 连结 P 点 和 顶点 的 直线 ， 
这 条 线 交 轴 于 天 ,而 户 点 处 的 法 线 交 轴 于 CORUEICK 等 于 正 焦 弦 的 一 
半 , (Trin. 1884.) . 

i20. 过 抛物 线 上 任 一 点 作 两 条 弦 , 使 它们 与 这 点 的 切线 夹 角 相等 . 
求证 :它们 的 长 度 与 它们 的 对 应 直径 夹 在 它们 和 曲线 之 间 的 部 分 成 比例 . 

[160] (Trin. 1884.) 

12i. PSp 是 抛物 线 的 一 条 焦点 弦 , 以 PS 和 上 为 直径 作 回 .求证 : 它 
们 的 公 切线 长 是 ASCFH Pp 的 比例 中 项 . (Trin. 1885.) 

122. 直线 PO 与 两 条 互相 甜 直 的 定 直 组 Ox, Oy 相交 干 点 P ,0 ,并且 
PQ 的 中 点 在 定 直线 48 上 .求证 :直线 PQ 总 是 与 一 条 定 抛物 线 相 切 . 
(Trin. 1885.) 
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123. i$ PC 是 抛物 线 在 点 只 的 法 线 , 交 轴 于 C Li 6Q 是 立足 于 必 
的 纵 标 线 . 求 证 : PG 与 96 的 平方 差 是 常量 . (Pemb. 1885.) 

124. 在 一 条 有 心 图 锥 曲线 中 , 若 直径 CT 与 一 条 对 应 于 它 的 弦 QQ' 
相交 于 上 ,与 曲线 相交 于 P, 5 8 点 处 的 切线 相交 于 了 , 则 CV-CT = CP". 
导出 对 于 抛物 线 的 相应 性 质 . 

125. i PSQ 是 抛物 线 的 一 条 焦点 弦 , PG 是 P AARE, PN 是 半 
纵 标 线 ,并 设 PN 延长 后 ,与 通过 0 的 直径 相交 于 五 ,那么 HG 垂直 于 PC. 
(T.H.1885.) 

126， 从 抛物 线 的 准 线 上 一 点 O 作 两 条 切线 ,过 焦点 S 作 两 条 直线 
[分别 平行 于 这 些 切线 ,那么 准 线 夹 在 这 些 平行 [于 切线 的 ] 直 线 间 的 线 
Br O 点 平分 ,， (Chr. 1885.) 

127. 一 条 无 端点 的 歼 OPQ SREO 点 ,上 面 穿 着 两 颈 小 珠 PL QUE 
保持 拉 紧 ;小 珠 移 动 ,使 得 Op 总 是 等 于 O00, 并且 PQ 的 方向 固定 .求证 : 
P 和 0 的 轨迹 是 以 0 为 公共 焦点 的 两 条 抛物线 弧 ， (Qu. 1885.) 

128. 0 是 定 圆 上 的 一 个 定点 ;以 园 上 任 一 点 S 为 焦点 ,0 点 处 的 切 


强 为 准 线 , 作 一 条 抛物 线 .求证 :从 0 点 到 抛物 线 所 作 切 线 的 切 点 的 轨迹 I 


是 一 个 圆 . (Qu. 1885.) 

129， 从 抛物 线 上 任 一 点 作 [ 两 条 ] 弦 ,使 它们 与 这 点 的 切线 戌 等 角 . 
RE: ENHETER. (Cath. 1885.) 

130. C 是 一 个 已 知 加 的 圆心 ,只 是 圆 局 上 的 定点 ,时 是 任意 一 条 平 
行 于 DC KIERS 的 中 点 .求证 : CR. CS 55 DM 的 交点 在 一 条 抛物 线 上 . 
(Jes. 1885.) 

131. 点 已 关于 一 条 抛物 线 的 极 线 迹 轴 于 也 ,一 条 通过 U 点 且 垂直 于 
极 线 的 直线 交 OS FR RE: OS = SR. (Jes, 1885. XD 

132. 已 知 三 条 抛物 线 有 一 条 公共 切线 .求证 :它们 的 另外 几 对 公 切 
线 的 交点 共 线 . (Joh. 1884.) 

133. 已 知 抛物 线 的 两 条 切线 ,那么 从 焦点 到 它们 的 切 点 蕊 所 作 的 垂 
线 通 过 它们 从 顶点 处 切线 上 截 得 线段 的 中 点 . (Joh. 1884.) 


D 译 者 注 ; 从 点 口 作 阅 锥 曲线 的 两 条 切线 , 切 点 的 连 线 记 为 1, 那 
” 么 直线 1 是 0 点 关于 这 条 圆锥 曲线 的 极 线 , O 是 1 关于 这 条 曲线 的 极点 . 
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134. 画 出 成 对 的 相等 抛物 线 , 它 们 都 以 定点 5 为 焦点 ,一 条 与 给 定 
直线 AB 相 切 , 即 一 条 与 绽 定 直线 AC 相 切 ,求证 :各 对 抛物 线 的 公 切 线 的 
包 络 是 一 条 抛物 线 , 其 淮 线 通过 5, 并 且 它 与 48,AC 相 切 , 切 点 与 $ 在 一 
ERE. oh. 1884.) 

B5. OXP. OYQ. XRY J& — REM ER CERTA 5) 的 三 条 切线 , 切 点 分 
IA P,Q RRP XY 政变 位 置 时 , 罗 SxP f svo 的 男 一 交点 的 轨 
XE. (Per, 1883.) 

136. WüBIBBU AUTE ERE d HD 2 xx fios SEHR EROR Ze 
3ESEGECDT LEER UIZE.. (Clare, 1884.) 

137. [内 .中 .外 ] 三 条 抛物 线 有 公共 的 顶点 和 轴 , 并 且 它 们 的 正 焦 弦 
成 几何 级 数 . 求 证 : 若 PO 是 由 外 抛物 线 上 一 点 向 中 间 抛 物 线 所 作 一 对 切 

[162] 线 的 切 点 芒 , 则 PO SAME. (Clare, 1884.) 
138， 任 作 一 条 殷 物 线 与 一 个 固定 三 角形 的 三 边 相 切 ,那么 每 条 切 点 
弦 都 通过 一 个 定点 , (Trin. 1884.) 

139. 一 个 加 以 抛物 线 的 牛 点 [$5] 为 图 心 ,与 PP 点 处 的 切线 的 一 个 交 
点 在 淮 线 上 , 另 一 个 交点 为 T. 作 SP HER TM, 必要 时 可 延长 [SP]. 求 
UE: SM 等 于 正 焦 强 的 一 半 . (Pemb. 1884.) 

140. 从 抛物 线 姑 一 点 0 作 两 条 切线 00 ,00' ,又 从 0 点 作 轴 的 对 
REET N. RE: NO. NO i Sli se PG A83. (Caius, 1884.) 

141. 两 条 抛物 线 有 相同 的 焦点 和 轴 , 一 条 抛物 线 上 一 点 P 处 的 切线 
与 男 一 条 上 一 点 8 处 的 切线 垂直 相交 于 了 .求证 :了 点 到 通过 P 和 0 的 直 
RRHH. (Chr. 1884.) 

142， 抛 物 线 在 其 任 ~- 点 P ARL, REE — A Hs aM 
之 间 的 部 分 .对 于 过 疡 的 直径 与 此 弥 的 交点 的 张 角 为 直 前 . (Caius, 
1883.) 

M3. xi—5EALM EF ER a xb RM ] 必 它 的 一 条 垂 线 [2 ] ， 
与 一 定 直 线 [ 门 相交 [于 B] ,再 通过 交点 [8] 作 定 直 线 [ 1] 的 徘 线 [cj. 求 证 :这 
条 线 [ cj 与 第 一 条 线 [ a] 的 交点 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 . (Clare ,1883.) 

14. 一 组 平行 线 中 的 任意 一 条 与 两 条 固定 抛物 线 分 别 相 交 于 P, PA 
Q, G .通过 点 P,P 和 通过 8," 分 别 作 直 线 平 行 于 该 点 所 在 抛物 线 的 轴 . 求 
证 :这 样 得 到 的 平行 四 边 形 的 项 点 在 一 条 固定 的 蓝 锥 曲线 上 . (Chr, 1884.) 

145. A 是 抛物 线 的 顶点 ,P 是 这 曲线 上 尾 一 点 ,延长 4P 到 0 ,使 PO 
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= 4P; 过 0 作 直 线 MOL 垂直 于 40 , 交 轴 于 M. mE OL 等 于 OM ,求证 :上 
的 轨迹 是 一 条 抛物 线 ,并 且 求 出 工 点 处 的 法 线 . (Qu. 1884.) 

146， 设 [抛物 线 ] 在 P 点 处 的 法 线 交 轴 于 56,[ 4 为 顶点 ,] 则 三 角形 
APG 的 外 接 贺 心 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 . (Qu. 1884.) {163] 

147. 给 定 了 抛物 线 的 三 条 切 钱 和 其 中 一 条 上 的 切 点 , 求 焦点 ,并 且 
id PEE. (Cah. 1884.) 

148. 3E — RUE SHIT — 8 WU ER OR UE: — VLELT ARI AREE 
RTEA WHEE T 48 0 8 [8L AER ES ET HR SE FR IH SI. (Trin. 
1886.) 

149. 设 PP'RWMEHMIES—XmEBTARIM GEN P ERX P 
ALEEBHARCRIZE £RCF- 0 MR RU OR 的 中 点 在 一 条 定 抛物 钱 上 . (Jes. 
1884.) 

150. 抛物 线 上 两 点 P,9 处 的 切线 相交 于 了 ,同样 这 两 点 处 的 法 线 相 
交 于 0. 作 TLLON EAT, ZAT ANRE: 

TL-AL = ON- AS. (Jes. 1884.) 

151， 抛 物 线 在 点 Q TU P 的 切线 相交 于 了 , 必 两 条 直径 三 等 分 PO. i 
果 在 它们 [这 些 直 径 ] 的 端点 处 的 切线 中 有 一 条 垂直 于 全 ,那么 三 角形 
PTO EFEZ. (Joh. 1883.) 

152. 设 抛 物 线 的 弦 PO 是 P 点 处 的 法 线 ,T 是 它 的 极点 ,及 设 OP RE 
长 后 交 准 线 于 下 .求证 :人 RTO EAM. (Joh. 1883.) 

153. PG 是 抛物 线 在 点 P 的 法 线 , 从 PG 的 中 点 只 作 此 曲线 的 另外 
两 条 法 线 RO, RO' .求证 ; QS, Q'S 与 轴 的 夹 角 相等 . (Joh. 1884.) 


椭圆 


154. 直线 AB $0 AC 互相 垂直 ,都 是 构图 的 切线 ,0 FG PREISE jac ,两 
直线 分 别 与 以 0 为 图 心 、O4 为 半径 的 图 相交 于 第 二 点 下 和 71. 求 证 : BC 
$104 与 棋 罗 的 一 对 共 簿 直径 重合 . (0.C.8. 1887.) [164] 
155， 设 椭圆 在 一 点 P ERMAT C RA 5 IEPS AREF 
CP HEEF K RUE: CE 55 SK 的 比 等 于 离心 率 . (1.C.8. 1885.) 
156. fE—^1-JRTN ,使 它 以 两 个 已 知 点 为 焦点 ,一 条 已 知 相 线 为 切线 ， 
(I.C.S. 1884.) 
157. 求证 ;车 CP fü CD RESP Hi RREA PIED 
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[165] 


的 法 线 交 点 与 中 心 C 相 韦 , 则 所 得 直线 垂直 于 PD. (1.C.S. 1885.) 

[58. Bb X, X' REID ES E op a fs 7g ss ,又 设 5Y, Sr 是 到 
EERME, MAR XY dn X'Y' ucc eu dE ji. EL (I. C. S. 
1883.) 

159. 设 CL 是 从 椭 阅 的 中 心 到 它 上 面 一 点 P Abek hE TE Rd ih E 
的 射影 .求证 : 苦 PQ 是 二 角形 Sp5' 的 外 接 圆 直径, 则 

PQ* CL = AC?. (Pet. 1887.) 

160. 从 椭圆 内 一 点 0 作 两 条 互相 垂直 的 法 线 04 , OB ,它们 与 椭圆 

分 别 再 相交 于 C $0 D. 求证 ， 
0A:0B = OC: OD, (Pet, 1887.) 

161. EMAR, SZ P, PS RUSE EDT HALTE BILE K. 求证 : CK =e 
CN ,其 中 CN R PPP 的 中 点 的 模 标 线 , 从 中 心 C 开始 测量 . 。 是 离心 率 . 
(Pet. Pemb, & c. 1888.) 

162. 在 两 条 定 直线 上 取 长 度 C4 , CB, 使 它们 的 平方 和 为 常数 , 作 平 
行 四 边 形 ABPC. RE: P 的 轨迹 是 一 个 相 圆 ,而且 它 在 这 两 条 直线 上 的 截 
距 相 等 , (Clare & c. 1888.) 

163. REEE S P 与 两 条 共 轿 半径 CA, CB. 的 端点 相连 ,得 到 
PA, PB ,分 别 交 CB,CA T B' ,4'. 求 证: 

AA'BB' 2 2CA* CB. (Clare & c. 1888.) 

164. — TS Bloc 4 REB T —T- 5r co ERI EGC SR]. SR uE: TRUE 
[8 B1 P RAS P IRA, D IER EiT FA 90 09 Sp EE H TER Do EK LR 
小 .区 分 不 同情 形 [ 何 时 极 大 ? E? ] (Clare & e. 1888.) 

165. 如果 P.O, R,S 是 糊 圆 上 四 点 ,使 得 中 心平 分 一 条 轴 夹 在 辟 
PQ 和 RS 之 间 的 部 分 ,那么 中 心 也 平分 这 条 轴 夹 在 殊 PR 和 Qs 之 问 的 部 
分 ,以 及 夹 在 蓄 PS 和 OR 之 间 的 部 分 . (Trin. 1887.) 

166. 从 辅助 圆 一 条 育 径 两 端 作 权 辆 的 切线 .求证 ;它们 的 交点 在 准 
Z E. (Trin. 1888.) 

167. E— PAEA- RUE. POR 中 , 角 0 是 直角 ,并且 这 三 角形 内 接 
FEAN, RECA C WRH QR 保持 道 过 山内 的 定点 $, 求 证; PQ 与 一 
TRIER: Hir QC 与 PS 的 交点 为 D0, 则 RO 与 PO 的 交点 是 PQ RC 
AS. (Lond. 1st B. A. Hon, 1870.) 

168. iEBHBBIHLE —Óut KARAL I E Jg 0E di a]. 如 果 将 
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酉 辆 长 轴 一 端 与 等 长 共 移 直径 之 一 的 一 端 相连 ,从 短 轴 两 端 作 直 急 平行 
于 连 线 , 那 么 这 些 平行 线 与 输 贺 的 交点 是 另 一 条 等 长 共 亏 直径 的 端点 . 
(Lond. lst B. A. Hon. 1870.) 

169. TEDUSL- OE HUS — AURE 如 果 知 道 一 个 焦点 的 位 置 ,说 
明 怎 样 求 糊 图 和 它 与 三 角形 各 边 的 切 点 . {T.H. 1888.) 

170. 设 在 权 贺 中 有 一 内 接 四 边 形 PORS ,使 得 PG 与 SR 平行 .作出 
Pl fT T QR 和 PS 的 切线 .求证 : 殷 点 连 线 平行 于 PO RSR. (Mag. 
1888.) [166] 

171. PQ RAPZ- T ECHES: E— TRE, (E PE 
于 三 角形 PTQ ,并 且 中 心 在 PO k. ERDE 了 点 的 切线 关于 抛物 线 的 极 
点 为 下 .求证 ; TK 平行 于 椭圆 中 与 PQ 共 辐 的 直径 ，( 下 .1887. XD 

172. 设 P.Q 是 两 个 有 相同 焦点 的 权 贺 上 的 点 ,它们 的 连 组 对 于 两 
个 公共 焦点 的 张 角 相 等 .求证 :在 P 点 和 9 点 [分 别 必 各 自 所 在 椭 贺 ] 的 切 
线 的 夹 角 ,等 于 PQ 对 于 任 一 焦点 的 张 角 ，( 长 , 1887.) 

173. 从 国 上 任 一 点 P, 作 PM 垂直 于 此 图 在 贺 上 一 定点 4 的 切线 . 求 
证 : PM EP REDE TREES ,并 求 其 中 心 和 轴 .〔〈0Qu. 1888.) 

174. 椭圆 的 中 心 是 一 条 抛物 线 的 焦点 ,并 且 它 的 两 条 准 线 是 这 抛物 
线 过 正 焦 性 两 端的 直径 . 求证 :这 个 精 罗 与 热 物 线 相 切 于 两 点 . (Qu. 
1888.) 

175. KAMEA P 的 纵 标 线 NP 延长 后 ,与 从 [中 心 ]C 向 P 点 处 
切线 所 作 垂 线 相交 于 卫 . 求 证 ;RR 的 轨迹 是 一 个 精 贺 ,并且 已 知 精 圆 在 P 
Ag 点 和 吕 点 的 切线 .辅助 圆 以 及 员 的 轨迹 都 通过 同一 点 .《Cath. 
1888. 29 
176. ATEH REATHA S. POL DEB BEES P] 
C. 求 证 :它们 的 半径 之 比 ,等 于 CP S CD 之 比 . (Cath. 1888.) 

177. 一 条 抠 物 线 通过 已 知 椭 男 的 两 个 焦点 ,并 且 抛 物 线 的 焦点 是 燃 


Q +i: 当 一 直线 a 与 抛物 线 无 公共 点 时 ,为 了 求 a THH 
线 的 极点 ,可 在 a LERRAM, N EM 作 抛物 线 的 两 条 切线 , 切 点 连 线 
m 是 点 型 的 极 线 ,类似 地 作出 点 N HRH n, UAAR m 和 = 的 交点 4 
就 是 直线 a 的 极点 ， 

D Ai: 原文 未 说 明 Q 点 的 位 置 ,这 里 按 原 题 照 译 , 供 研 究 参 考 . 
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[167] 


[168] 


E EaR OR üE : 38 94 EO E p^ 5 8 DE E Rn E UT. EIE BH ; MC INT 


的 两 个 焦点 作 抛 物 线 的 切线 ,其 交点 在 一 个 部 上. (Jes. & c. 1888.) 

173. 过 定点 0 f£ ETE C OPE IT GE PQ; 过 P 和 9 作 一 个 类 
圆 ,使 它 具 有 指定 大 小 ,与 已 知 精 圆 相似 ,并 以 间 样 方式 放 奸 .求证 :所 作 
椭圆 的 中 心 的 轨迹 是 椭 图 . (Jes. & c. 1888.) 

L79. 在 椭圆 短 轴 两 端的 切线 中 ,一 条 与 正 焦 弦 相 交 于 巨 , 另 一 条 与 
对 应 淮 线 相交 于 下. 求证: EF EDRR. (Jes, & c. 1888.) 

180， 从 撕 贺 上 任 一 点 刀 作 小 辅助 圆 的 切线 , 交 淮 圆 于 QR ORE: 
PO ,PR 等 于 P 点 的 焦 半 径 . (Jes. & c. 1888.) 

181. 给 定 了 椭圆 的 两 个 轴 , 证 明 可 用 如 下 方法 确定 曲线 上 的 各 点 : 
以 每 个 轴 为 直径 作 回 ,从 图 心 作 射 线 交 两 加 于 P MGi P 作 直 线 平行 于 
长 轴 , 过 o 作 直 线 平行 于 短 轴 , 两 直线 相交 于 椭圆 上 一 点 R. 

得 证 明 ; 如 果 作 一 个 同心 加 ,其 半径 等 于 半 轴 之 和 ,并 设 射 线 OPO 交 
ULT vU] VR 是 精 区 在 点 R 处 的 法 线 . {Joh. 1887.) 

182. PSO füPS'R 是 椭圆 的 焦点 弦 , 求 证 :PF AAHH OR 交 
长 轴 所 得 两 点 到 中 心 的 路 离 相等 . (Jon. 1888.) 

183， 一 个 平行 四 边 形 外 切 于 椭圆 , 求证 ;过 平 行 四 边 形 每 一 边 两 端 
和 一 个 焦点 上 所作 的 圆 都 相等 . (Chr. 1884.) 

184. 已 知 一 个 棋 画 的 中 心 .一 条 切线 .长 轴 的 长 度 和 准 线 上 一 点 ,说 
T ERER. 在 什么 情形 下 作法 失败 ? (Per. 1886.) 

135. PP ERBI- REI, P 点 处 的 切线 与 两 条 准 线 相交 ,将 每 个 
交点 与 对 应 焦点 相连 .求证 : 连 线 相 交 在 P'BUSAXRÉR E. (Clare, 1887.) 

186. 作 椭圆 的 两 条 切线 TP 和 ?7 ,再 作 一 条 任意 弦 TRS , 设 了 是 截 
得 部 分 [ RS] 的 中 点 ;QV ARAT P' .求证 : PP FATT ST. (Trin. 1886.) 

187， 在 椭圆 上 取 两 点 Q MR, Ut DD' 是 一 条 直径 , QD 与 RD' 相交 于 
P. 求 证 :如 果 有 一 个 与 已 知 椭 罚 相似 且 以 同 赃 方式 放 慎 的 椭圆 ,以 为 
中 心 , 通 过 P 点 .那么 它 从 DP 上 截 得 的 弦 以 DR 为 直径 ,从 DO LRS 
HAZU DO 为 直径 . (Trin. 1886.) 


(p kA: "ép E Rs 2L DR n o s AL E o D E LR] e E 88 E 
PIETRA 8 Krise Ei 0 s ocu. 
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i188. MiBIZEIE— A P 的 切线 交 短 轴 于 了 , 作 TM 垂直 于 SP 的 延长 
线 .求证 :而 的 轨迹 是 一 个 国 . (TT,H .1887.) 

189. O 是 椭圆 外 任 一 点 , 作 它 与 焦点 S, S'ER 05 ,05', 交 曲线 于 
P,Q ,四 连结 SQ 和 SP ,相交 于 点 R ANHE OPR AAB. CT. 
H. 1883.) Í 

190. 设 椭 贺 在 点 P A P AURA A E E. RE: SP SPF 
fT. (T.H. 1887.) 

191. 设 了 和 六 是 从 椭圆 的 两 个 焦点 到 PP és RERTERDO ERR IE, PN 是 
P 点 的 纵 标 线 . 求 证 : PN 平分 骨 YNY'. (Mag. 1887.) 

192. i& CP ,CD RRADHE, PG 是 P 点 处 的 法 线 , CZ 是 从 
C 点 到 已 点 处 切线 的 垂 线 , CM E c SCEGT CD 的 直线 , 交 P SS 
点 的 连 线 于 上 入. 求证 : PM RE CZ. CB, CD 的 第 四 比例 项 . (Mag. 1887.) 

193. ADR P M 是 一 个 椭 加 上 的 点 ,3 LH. 是 焦点 ,那么 四 条 直线 
SP 50., HP, HO COVEK SERO REIR] — T IATER. (Qu. 1887.) 

i94. —M[e1 M D EE-- a E AR HEU BO UR E— HB E. 
(Qu. 1887.) 

195. 设 了 和 Z 是 从 椭 加 的 两 个 焦点 到 PP 点 处 切线 的 垂 钱 足 ,求证 : 
WHAE yY 和 Z 的 切线 相交 在 严 点 的 纵 标 线 上 ,并且 它 们 的 交点 的 轨迹 
fé— T SU. (Cath. 1887.) [169] 

196. NEA P.P'EHIZXIBTET T ERN ALAT C, GRIE: 
PG,P'G'SCTE T ARIEI. (Jes. 1887.) 

197. 求证 ;如果 抛物 线 通 过 两 个 定点 ,这 两 点 在 一 已 知 图 的 一 条 直 
径 上 且 到 加 心 等 距离 ,并且 执 物 线 以 六 的 一 条 切线 作为 淮 线 , 那 么 抛物 线 
的 焦点 的 轨迹 是 一 个 惧 贺 ,其 焦点 就 是 两 个 定点 . (Jes. 1887.) 

198. 求证 :从 燃 圆 的 一 条 直径 一 端 ,向 以 短 轴 为 直径 的 图 作 [ 两 条 ] 
切线 ,与 它 的 共 孝 直径 两 端的 焦 半 径 组 成 平行 四 边 形 , 其 [ 邻 ] 边 长 之 差 等 
THES. (Jes. 1887.) 

199. 在 要 图 中 作 内 接 三 角形 ,使 它 相似 于 一 个 已 知 三 角形 . Glue, 
1883.) 

200. MINAS SÉ I AABBINCTPmHQ.EE PUmo Jmm rp 
对 应 于 P 和 0 的 点 .求证 :L 椭 贺 ] 在 P' 和 0' 处 的 切线 成 直角 . (Jes. 
1887.) 
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201. CA, CB 是 椭 阅 的 定 共 畴 直径, CP, CQ EDHE AP. BO 
HRT Low. L Bg ue EE— P ABHTELOS JPEELIRIEE E GC A. Jes. 
1887.) 

202. Wb TP ,7P' 是 椭圆 的 两 条 切线 , PG, P'G' JE P PIE HER, 
并 设 在 TP MTP CRA Q. o't TQ = TG, TO = TC. $E Qg = 
2PU ,其 中 ti 是 G0 的 中 点 . (Joh. 1886.) 

203. iZ— T ROE 9EOLT REI EB EE B9 P3) 6E 73 ELTE OE SS ÉCEE 
Jri. (Joh. 1887.) 

204. TP 30 TO RII BS PEOR UJER,.5 是 一 个 焦点 , PO 和 ST 相交 于 
X.M PO B) du v 4e ST BU3EER VY RUE: 

[170] PV?: PX- XQ = SY:SX. (Joh. 1887.) 

305. T.T STEHEN ESSE C4 ,CB[ 的 延长 线 ] 上 , TT 3E T3 3. AB. 
RIEM 了 和 新 分 别 向 两 个 相 邻 的 四 分 之 一 顶 圆 各 作 一 条 切线 ,那么 这 两 
条 切线 平行 于 一 对 共 亏 直径 . (Pet. 1885.) 

206. 设 sY REB AE nude m s 到 P 点 处 切线 的 垂 线 .求证 : SY, CP 
相交 在 准 线 上 . (Pet. 1886.) 

207.，PP' 是 椭 图 的 -- 条 直径 ,在 点 P 和 0 处 的 切线 成 直角 .求证 :本 
AÉ 8 ADERE POP. (Clare, 1886.) 

208. Pp TRAH, EAT AC EKEZRBREAT P Ap, P 点 的 
ERE CPA C TO Mg. RHE: 

PO-ZPgQzCD, P'Q=BC. (Clare, 1886.) 

209. 椭圆 在 一 点 P 的 切线 交 长 轴 [ 的 延长 线 ] 于 了 ,CD 是 平行 于 PT 
的 直径 .求证 : 

TP? + CD*- ST: TH. (Clare, 1886.) 

210. 如 果 P ERE EE , 焦 半 径 SP VEG3UEEASTT ELEZ CP 与 
SE 的 平方 差 旺 常数 , {Trin. 1885.) 

211. 在 突 回 上 取 两 个 定点 旭 ,R 和 一 个 动 点 P. 求 证 ;三 角形 POR 的 

垂 心 的 轨迹 是 一 个 相似 的 椭 图 . (Trin. 1886.) 

212. 两 个 椭圆 有 一 个 公共 焦点 和 相等 的 长 轴 . 如 果 一 个 椭圆 在 自己 
的 平面 内 绕 着 它 的 焦点 旋转 ,证 明 它 与 另 一 酉 圆 的 公共 营 包 络 或 一 条 和 与 
这 椭 因 有 相同 焦点 的 圆锥 曲线 . (Trin. 1886.} 

213. 从 椭圆 上 一 点 R ERRE R , RQE TT 3ESR EC ES CP RCD, 
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R 点 的 切线 交 QO' 的 延长 线 于 了 .求证 ， . 
RORO- CP: CD*, (Trin. 1886.) um] 

214. 两 个 同心 贿 闸 有 根 同 的 长 轴 , 其 短 半 轴 为 C8 NICO LS8— T F8 
罚 上 任 一 点 PHARRELL TREF p .求证 : 

CP? - CB: Cp? — Cb? = CA? — CB2: CA? - Cb?. (Trin. 1886.) 

215. 一 族 椭圆 有 相等 的 长 轴 . AERA — 1 xe I 2 36A SURI— 
TEE EAE A KiE: PITE DAR DUAE EE SLE) B6 ofr o SEDIT 再 证 
Bj :交点 的 轨迹 是 一 个 棋 轿 ,以 定 焦点 和 定点 为 自己 的 两 个 焦点 .(Pemb . 
1885.) ' 

216. TP fn TQ ABE IE JU Ue Ep 3e LU EUER, S 是 焦点 , TR 是 5P 
HIER. RIE: TR 等 于 短 半 轴 . (Caius, 1885.) 

217. 已 知 椭 欧 的 一 个 焦点 一 条 切线 的 位 置 和 短 轴 的 长 度 .求证 ;其 
中 心 的 胃 迹 是 一 条 直线 . (Caius, 1885.) 

218. 一 条 已 知 线段 的 一 端 在 加 局 上 移动 ,加 半径 等 于 这 条 线 锯 的 
长 ,同时 这 线段 的 另 一 端 在 这 个 圆 的 一 条 定 直径 上 移动 . RE ARRE 
每 一 点 画 出 一 个 燃 圆 .再 证 时: 每 个 椭圆 两 条 半 轴 的 和 等 于 四 的 直径 ，(T. 
H. 1886.) 

219. 设 PO JANINE S — AR 3E, R 是 平分 Pe 的 直径 CR 的 端点 , PI, 
Q'.R'REMIBEB EXERBET P, QRA RE RRAPO 的 中 点 .叉车 
CR' 交 椭圆 于 下 ,并 且 T' jE-SRBAUR. 933 pr x SUED Cr EAF PO. CK. 
1885.) 

220. MRH F— 3 了 到 长 轴 作 纵 标 线 TPP' NEMPE 
PST AABUEUIRASULARSECT. P' ZEMTF N OR WE: 

NP? = NP' NT. (Qu. 1886.) [172] 

221. A,B 是 两 个 已 知 点 . 作 椭 圈 , 使 它们 具有 已 知 的 离心 率 , 通 过 4 
点 ,以 AB 为 4 点 处 的 法 线 ,并 且 轴 通过 B 点 . 求 焦点 的 轨迹 ，( Cath. 
1886.) 

222. PN BAHR — JR Hs ECEEIU SA BER EU CT GU ES E E 
长 ) 取 一 点 QIE NO 5 NP ZCHUSCTXJENCT. PN 的 直径 与 平行 于 PN 的 直 
径 的 比 .证 明 Q 的 轨迹 是 一 个 椭 贺 ,并 确定 其 轴 的 位 置 . (Pet. 1861.) 

223. i P,Q 是 补 贺 上 的 两 点 ,其 横 标 线 之 和 为 常数 , 则 己 点 处 和 也 
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[173] 


d AE BIER Sc d frd i — - Je (bL E EJ [a] PE Ar 3X ER ER RR DET B sf a H 
椭圆 的 中 心 . (Caius, 1861.) 

204. TYLZ 是 椭圆 在 正 焦 纺 一 端 工 处 的 切线 , 交 长 轴 于 T. RR LR EG 
于 了 ,区 .求证 : 比 Y: Fz SETIERSSE 5 2 [RH RS HU. (Jes. 1861.) 

225. TP,.TO RETE P, O 的 切线 ;了 了 点 到 一 个 同 焦 椭 贺 上 所 作 的 切 
A TV 交 PO 的 延长 线 于 1. RIE: 

VP:VQ = TP: TQ. (Trin. 1861.) 

226. WR EE—.u m ikuk— T RMCIBESEREE SET IET 
REFERRE] ,那么 法 线 被 另 -- 个 轴 截 得 的 线段 等 于 这 个 点 的 另 一 
条 焦 半 径 向 量 [长 ].， (Pe. 1861.) 

227， 从 抽 物 线 上 一 点 作 一 直线 垂直 于 准 线 ,交点 为 好 .求证 :4P 与 
SM 的 交点 的 轨迹 是 一 个 椭 几 ,其 中 4 是 已 知 曲线 的 顶点 ,3 是 焦点 ， 
(Clare, 1882.) 

228. MAREA dH S5: B5) d lo — rz d i He e. FS JL p rds uE BH 
Tr— 4-88 E rP ip f 7S UTERE SIS EXER. SKM. (Clare, 1882.) 

229. i& S.S' 是 椭圆 的 焦点 ,P,O 是 椭圆 上 任意 两 点 .从 5' 分 别 到 P 
点 处 和 9 点 处 的 切线 作 季 线 ,与 SP, 50 的 延长 线 相交 于 P' ,0' ;RR 是 两 
直线 FO, P'O 的 交点 ,那么 S'R 平分 三 角形 PS'Q 的 外 角 . 

230. WAH PCE 5 ,从 它 的 焦点 S.H YESY, HZ 垂直 于 P 点 处 的 
切线 ;延长 SP ,HZ ,相交 于 了 ;延长 TC ,YS ,相交 于 如 .再 延长 75 ,与 三 角 
形 TOY 的 外 接 圆 相交 二 RR. 求证 :RR 的 轨迹 是 一 个 加 .Jes. 1882.) 

231， 从 三 圆 上 任 一 点 P fESE PO, PO SEE; FU RB P 点 处 的 法 线 
将 90' 分 成 定 比 . (Jes. 1882.5 

232. 从 一 点 T ERRADA TP, TQ. IR Z^ PTQ 的 平分 线 通 过 这 
AREA SE BbERS Kf E-— T E ORE, T BIELERET AME. (es. 1882.) 

233. i TP, TQ 是 从 辅助 赔 上 一 点 了 SUBE —ÓEEUER o UE LE Eh 
SS'PO , Fr f B5 Vu TECH PEDE T. 再 证 明 : 若 0 是 对 角 线 交点 , 则 
Z CTP zz OTO 相等 . 

234. HARTERA P.Q 处 的 切线 交点 在 一 个 与 它 有 相同 中 心 的 
贺 上 .求证 ;直线 PQ 与 一 条 同心 共 轴 椭 贺 相 切 , 且 此 椭 加 两 轴 之 比 是 第 一 
个 炳 加 两 轴 之 比 的 2 傍 . 再 证明 :如 果 PO 不 垂直 于 椭圆 的 铀 ,那么 PQ 与 
它 的 包 络 的 切 点 不 是 PQ 的 中 点 . (Jes.1886.) 
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235. P 是 定 图 上 的 任 一 点 , PL 有 已 知 方向 并 有 定 长 ,以 PL 为 直径 
的 贺 交 已 知 贺 于 另 一 点 0. 求证 ; PQ 总 是 与 一 个 定 椭圆 相 切 . (Jes .1886. ) 

236. 求证 : 椭 置 的 任 一 焦点 束 是 长 轴 和 和 平行 于 此 蓄 的 直径 的 第 三 比 
PIT. (Jes. 1886. ) [174] 

237. PSQ RMA- RRA. P 点 和 已 点 的 切线 相交 于 了 .求证 : 

SZ? + BC2:2822= CA; PQ, (Jes.1886. ) 

238. BMRA PMD APERET E RE; CE SERCT PD. 
(Joh. 1885. ) 

239. 一 个 圆通 过 桶 辆 的 两 个 焦点 和 短 轴 一 端 ,并 与 这 曲线 交 于 P 和 
@- 求 证 :其 中 心 到 疡 点 和 8 点 处 切线 的 距离 都 等 于 大 中 心 到 个 点 的 距 
BS. (Joh .1885.) 

240， 设 一 个 国 在 一 个 半径 是 它 2 悦 大 的 圆周 内 滚动 .求证 :滚动 圆 面 
内 的 每 一 点 苏 出 一 个 椭 阅 . BEES]; 半径 中 点 画 出 的 椭圆, 与 半径 延长 线 
上 到 动 贺 圆 心 距离 等 于 其 直径 的 点 画 出 的 椭圆 ,是 相似 的 曲线 , (Job. 
1885.) 

241. HEP ECEI D SUTIBET P MO. E RAHA -ATR 
ZGXEOKFPUACR DOR T'.PT'JR QT 相交 于 Y. 求 证 : RV 平行 于 PT 和 
OT ,并且 等 于 其 调和 平均 值 的 一 半 . (Joh .1885.) 

242. 证 明 一 个 椭圆 存在 准 男 ,并 且 证 明 椭 加 的 堆 线 是 谁 加 和 对 应 焦 
点 处 的 点 图 的 根 轴 . (joh. 1886. ) 

243. MAMKE Ò c 作 CK 垂直 于 棋 贺 上 一 点 P 处 的 切线 ,三 角形 
PKB BG HEBES ERT af LA 上 为 圆心 .C8 为 半径 作 圆 , 交 短 轴 于 NRI 
N' ,求证 :四 边 形 MNGN' 外 切 于 图 [G6 是 PP 点 处 法 强 与 长 轴 的 交点 1. (Pet. 
1884. ) 

244. BREA A, B, ATTER DL IDEE ROLE, 
两 者 相交 于 CH D. ACLAD 与 定 李 国 再 相交 于 点 EE 和 下 .求证 :直线 CD 
和 EF 各 通过 一 个 定点 . (Pet, 1884.) [175] 

245. 设 SCELH FEE f. TP. TO 是 两 条 互 成 直 骨 的 切线 , TM 
ATSP. RE: 

ST- HT - 2TM - AC. (Pet. 1884.) 

246， 两 个 椭圆 的 焦点 相同 ,从 外 椭 加 上 的 点 作 内 椭圆 的 切线 , 求 切 

点 弦 的 包 络 . (Clare, 1885. ) 
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247. ide cdm. [-— s eL FETE —9E . EL iX 92 2 BORSE Il. R ub: ier 
ft bad c5 [EE ARPA Sc PLE ÉL EGRE GE IS 8B E88 — TE xx Clare. 1885.) 

248. AA RESET I $8.5 和 3 是 焦点 , 作 AR,A'R' 平 行 于 SP MS 
P. P ARUAEUIER-T R AR 求证: 

AP + A'R' = AA! . (Clare, 1885.) 

249. R EHA P 处 的 切线 和 法 线 分 别 交 长 轴 于 下 和 G6. 求 证 ; 
HAREA GT 的 圆 有 公共 的 根 轴 . (Clare, 1885.) 

250. 在 同一 平面 内 ,两 个 峰 贺 有 一 个 公共 焦点 ,其 中 一 个 椭圆 绕 公 
共 伪 点 旋转 ,而 务 一 个 保持 不 动 .求证 ;它们 的 公 切 线 交 点 的 轨迹 是 一 个 
P. (Trin. 1885.) 

251. AEAEE AQ EATE A P. AR. RE: PS 
与 QA 延长 线 交点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,这 里 s 是 一 个 焦点 . (Trin.1885. ) 

252. 炳 区 的 焦点 是 3 ,S' ,这 中 心 作 两 条 相等 的 定 长 线段 分 曾 平 行 于 
SP 和 PS’ ,其 中 P 是 椭 贺 上 一 点 .求证 ;其 相等 线段 为 邻 边 的 平行 四 边 形 
的 第 四 个 顶点 的 轨迹 是 一 个 圆 .(Trin .1885. ) 

2353. S 和 疙 是 贿 因 的 焦点 ,了 是 长 轴 延 长 线 上 一 点 ,以 SH HATENE 
圆 . 再 作 一 个 圆 ,使 它 与 第 一 个 圆 相交 成 直角 ,并且 与 长 轴 在 了 点 也 相交 
REA. KiE: MIER- IHAHA T 关于 椭圆 的 极 线 上 .(《Pemh. 
1883.) : 

254， 精 疗 在 其 点 的 法 线 交 轴 于 6,6'. 求 证 :着 CK 是 从 中 心 到 PP 
点 处 切线 的 垂 线 ,0 是 C6 的 中 点 ,0' 是 CG 的 中 点 ,那么 OB = OK = OP, 
O'A = OK= O'P., (Trin.1885.) 

255. SY 和 HY 是 从 椭圆 的 焦点 5 MH 到 一 条 切线 的 垂 线 ,X MYE 
对 应 的 淮 线 足 .求证 :YY 30 X"Y' FH YE SH E. (Trin. 1885.) 

256， 在 纸 上 通 了 一 个 椭圆 ,说 明 怎 样 求 它 的 主轴 . (Trin. 1885. ) 

257. i& 中 是 椭圆 长 轴 一 端 4 处 切线 上 任 一 点 ,并 设 PT 是 从 P 到 椭 
圆 的 男 一 条 切线 .求证 : PT 大 于 PA. (Pemb.1885.) 

258. 两 个 相似 的 并 以 同样 方式 放置 的 精 辕 ,中心 为 0,C', 相 切 于 一 
个 顶点 4. 过 4 TE— IRSE. Ra ERT P,Q; PC, 0C' 相 交 于 RR. 求 
R 的 轨迹 . {Pemb.1884.} 

239. 从 榴 圆 的 辅助 辆 上 任 一 点 和 作 切线 ,与 曲线 相 切 于 P dg. it 
Pp , Qg 是 通过 这 些 点 的 直径 ,求证 : Py 和 Op REAR. (Pemb. 1884. ) 
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260. 一 个 三 角形 的 顶点 分 别 是 已 知 椭圆 上 的 一 点 , 椭 贺 的 中 心 和 一 
个 焦点 .求证 :这 个 三 角形 的 重心 的 轨 让 是 -一 个 相似 的 椭 国 .(T.H.1885.》 

261， 如 果 梢 圆 在 其 任 一 点 的 切 煞 交 长 灿 两 端的 切线 于 只 和 后 ' ,那么 
以 RR 为 直径 的 圆通 过 焦点 .(T.H.1885.) 

262. 在 椭 贸 的 长 轴 上 任意 取 定 两 点 .过 其 中 一 点 作 直 线 平行 于 SP, 
过 另 一 点 作 两 条 直线 分 别 平行 于 YS, YS .求证 :后 者 与 前 者 的 交点 是 一 
TEHN- RAHA. (T.H .1885. XD 

263. PGg 是 椭圆 在 P 点 的 法 线 , 交 轴 于 6 和 gg. 以 Gg 为 直径 作 一 个 
名, 再 以 P 为 圆心 作 另 一 个 图 , 交 前 铀 成 直角 , 交 PGg TQ. Q' .求证 :三 
角形 SPO ,SP0' 相似 .《Chr.1385.) 

264， 信 已 知 贺 上 任 一 点 如 作 QR 垂直 于 一 条 定 切线 , 荡 的 分 点 P Hl 
QP: PR 为 已 知 比 .求证 :P iR ERE THREE. (Qu 11885.) 

265. hn M ELTE SE PAL I ELIO b dede Er42 ,那么 连结 焦点 的 
线段 对 于 短 轴 一 端的 张 前 是 直角 .(Qu.1885.) 

266. 如果 燃 圆 在 其 点 P 的 法 线 通 过 短 灿 端 点 ,那么 以 焦点 连 线 为 直 
径 的 图 与 椭 辐 在 已 点 的 切线 相 切 . (Qu. 1885.) 

267. 一 个 圆通 过 椭 贺 的 一 个 焦点 Ss RRETA XCT 
成 对 称 的 点 P MORIE: SP = S0 = ER. (Cath. 1885.) 

268. 利用 射影 ,从 下 商 的 定理 导出 相应 结果 ;如果 04 和 08 是 图 中 
互相 垂直 的 半径 ,P 和 分 别 是 04 和 DB 延长 线 上 的 点 ,4P BO EIN 
半径 平方 的 2 人 入, 那么 PB 50A 的 交点 在 这 个 则 上 . (Joh. 1884.) 

269. CA, CR RPSL ES. VETE. 4CBY, 若 曲线 在 分 SV RE: 

AC? + BC! - 2AC - CS. (Pet. 1883.) 

270. MAHARA Ese ECT dad E E EE — ex EH DIES 58 A 
3, SR ut LU f] YE EERIRIBUSR ES SERE) A. (Per 1883. ) 

271. PSQ, PHR HERES FE E, QT. RT REQ, R 处 的 切线 . 求 
证 ; PT 是 P 点 处 的 法 线 , (Pet. 1884.) 

272. TP,TQ EREE P 和 0Q 处 的 切线 : Cp. 59 分 别 是 平行 于 它们 
的 半径 ; 种 ,PC( 必 要 时 延长 ) 相 交 于 L; Tg. QC 相交 于 上 时; PM, QL 延长 后 
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[177] 


[178] 


相交 于 .求证 : TCV 是 一 直线 . (Pei, 1884. ) 

273.， 圆 和 本 加 有 一 条 公共 让 径 , 从 这 答 直 径 [ 延 长 线 ] 上 任 一 点 作 椭圆 的 
和 圆 的 切线 .求证 :连结 切 点 的 直线 平行 于 一 条 定 直线 . (Clare, 1884. ) 

如 4. 一 族 炳 名 有 公共 的 中 心 ,并 且 已 知 两 条 共 轿 直径 的 方向 ,又 知 
道 它们 的 轴 的 平方 和 ,求证 :它们 都 与 四 条 直线 相 殷 , (Clare 1884.) 

275， 过 已 知 点 0 作 已 知 棋 圆 的 一 条 纺 OPQ RER OP 00 的 逗留 
值 , 并 上 且 区 别 极 大 值 和 和 极 小 值 . {Trin 1883.) 


ACA BZT N 和 下. 求证 : CN CT = CA?. (Trin. 1884.) 

201. 平行 于 椭 图 任 一 焦点 纺 的 直径 ,等 于 连结 辅助 障 上 对 应 于 这 条 
焦点 范 两 端的 点 所 得 的 弦 .{Trin.1884.) 

238.， 说 明 怎 样 作 已 知 椭圆 中 具有 给 定 长 度 的 焦点 纺 , 并 且 证 明 : 如 果 这 
样 作出 的 两 条 落 是 PO 和 PO ,那么 四 边 形 PP"O0' 有 外 接 圆 . (Tin .1834.) 

279. 如果 一 个 三 角形 可 以 内 接 于 桥 贺 ,使 三 角形 的 重心 位 于 祥 圆 的 
中 心 ,那么 这 个 三 角形 一 定 是 最 大 的 内 接 三 角形 . (Trin. 1884, ) 

280. 设 椭圆 的 法 线 PG 通过 8 点 .求证 : B86 等 于 两 焦点 间距 离 的 一 

[179] Æ, (Pemb.1884.) 
281. DARNA- RHR , 它 的 切 点 和 一 个 焦点 , 求 其 中 心 的 轨迹 ， 
(Caius, 1884. ) 

282. 椭 贺 的 焦点 是 5 和 占 ,在 它 的 一 对 切线 TQ LTO' E. C TR, TR', 
使 它们 分 别 等 于 TS 和 TH. 求证 : RR' 等 于 长 轴 ; 且 车 TS 交 RR TEW, W 
TW 等 于 了 TO, (Caius, 1884. ) 

283. 一 条 已 知 线段 ,一端 在 圆周 上 移动 , 圆 半 径 等 于 这 条 已 知 线段 ， 
男 一 端 在 图 的 一 条 定 直径 上 移动 .求证 : 动 线段 上 每 一 点 画 出 一 个 构图 . 
再 证 明 ; 每 个 椭 辐 的 半 轴 之 和 等 于 图 直径 . (Mag .1884.) 

284， 如 果 椭 圆 在 其 一 点 P 的 切线 交 顶 点 4 RTT, S ERA 
点 较 远 的 焦点 ,那么 TA 等 于 从 TT SIS'P AER, (Ou.1884.) 

285. iX CY ,CZ 是 [从 椭圆 中 心 CA P 点 处 切线 的 重 线 ,DD 是 [P 
MERS, D' IE ÉL fe CD 的 对 面 端 点 .求证 ; PD' 是 三 角形 YC2 的 外 接 圆 
的 直径 . {Qu.1884.) 

286. 椭 图 的 辅助 圆 已 经 给 出 ,又 知道 椭圆 的 一 条 切线 ,其 切 点 为 已 
知 点 , 求 桶 加 的 焦点 . (Cah. 1884. } 
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287. 设 AA ERAH Ej LEUR Y, 风 是 从 焦点 到 曲线 在 性 一 点 处 切 
HEHE REAY 与 4 六 的 交点 的 轨迹 是 一 个 棋 圆 . (Trin 1885.) 

288. M C Sl oQ' psi ER E ERSDACT Riz C (EBERSEFET PR, SE 
V EE ÉUT 00' 的 直线 相交 于 O , QVQ' ENTER CP. 的 双 纵 标 线 .求证 ; 
EHEH 如 和 人 ,以 0 为 中 心 , 且 长 轴 与 已 知 酉 圆 的 相等 , 则 其 短 轴 等 
于 DCD' {Trin.1886. ) [189] 

289. 过 椭圆 的 焦点 S.H 作 两 条 直线 PSP' 050' ,与 两 条 切线 PO, 
P'Q'igic ,并且 使 PP ,00' 分 别 被 点 5 和 正平 分 .求证 :四 边 形 PG P 
7B PHERIBL. (Jes 1884. ) 

290. 在 椭圆 中 ,从 c AC SI CP TU P AARET H, M 
(为 直径 的 圆 交 P. 点 处 切线 于 工 .求证 : CL 等 于 从 P 点 到 以 短 轴 为 直径 
的 贺 的 切线 长 . (Jes.1884. D 

2 六 1， 酉 贺 的 互 成 直角 的 切线 的 交点 轨迹 是 一 个 贺 . (Jes. 1884.) 

292、 一 个 圆通 过 椭圆 的 两 个 焦点 ,并 与 曲线 相交 于 一 和 雌 轴 两 出 的 点 
P 和 .求证 :从 中 心 到 P 了 点 处 和 8 点 处 切线 的 垂 线 长 的 平方 和 等 于 AC 
的 平方 . (Joh 1883.) 

293. 从 [ 椭 加 的] 焦点 5, H TE SO, HO EEF SP, HP, Z P AAW 
法 线 于 口 ,0 .求证 ;00' 究 短 轴 平 分 . (Pet.1883.) 


双 曲 线 


204. 已 知 双 曲线 两 个 轴 4C4 ,BCB' 的 大 小 和 位 置 , 用 几何 方法 作 一 
HHE PCP' , DCD' ,使 它们 的 夹 角 等 于 已 知 角 .(I.C.3.1886. ) 

295. 一 条 直线 与 双 曲 线 的 一 对 共 罗 直 径 相 交 于 P 和 六 ,与 第 二 对 相 
ZF 户 和 D'; 设 0 是 这 条 直线 夹 在 渐 近 线 间 线段 的 中 点 ,求证 ; 

OP: OD = OP' -OD' .(1.C.S.1886.) 

296. 已 知 双 曲线 的 一 个 焦点 .— ZR 9 ARR IE Bi 9 A BE SR ub: dC p 
心 的 轨迹 是 一 直线 . (1 .C.S.1885.) (181] 

207. RTH WS AR 1728 26 Pc HCMNODUME £8 9 — 3x ERE: EN 


Q 评 者 注 : 本 题 原文 未 说 明 CANE, LEISURE, ERS 
考 . 
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[182] 


HAARALA ER 


HELT up -EMACS 1885.) 

298. iB obl EF 一 点 P USA REEJE N ENO 平行 于 4P ,区 CP F 
寻求 让 :48 FIF P LEBER (1.C.5.1884.) 

299. 等 边 CAREIA T IN s WIRE ER A TÉ. Lf 
ERI - RAE LR A SRRA SERIES ELLO C.S. 1883.) 

300. iE ff Hz P an Ap — um LS LX SET E. ME fU SEE 
AGAPE $6 A x diiit. (IL C.S. 1883.) 

300. — AB EC FG GC B eR 9 — 2 35 ELT La IO PR me CH ERI) A 
biaa p oR ik: ARE ES OL BR ERI 55 — 16 23:0) ox dfe 3 B3 te HR Ft o i DAE O) 
£&. (Pet. 1887.) 

302. E WIX Hh £6 ES DX SR HE ER M — 480] £389 Dr 391. 68H 2 EE TE dh 
£& (Pe. 1887. ) 

303. 图 与 直角 双 曲 线 相 交 于 四 点 ,这 些 点 都 在 一 条 已 知 抛 物 线 上 . 
求证 : 双 曲 线 的 一 个 办 平行 于 扫 物 线 的 轴 . 再 证 明 : 当 双 曲线 (或 圆 ) 的 中 
心 画 出 一 条 曲线 时 ,图 (或 双 曲 线 ) 的 中 心 画 出 一 条 全 等 的 曲 钱 ,并 且 两 个 
中 心 在 它们 各 自 的 曲线 上 下 沿 相 反方 向 移动 . (Pet.1887. ) 

304. 有 一 条 抛物 线 和 一 条 直角 又 曲线 , 双 曲 线 的 一 条 渐 近 线 是 抛物 
线 的 轴 ,两 条 曲线 都 外接 于 三 角形 POR ,三 角形 的 各 边 分 别 与 抛物 线 的 轴 
ABET pagor it A 是 抛物 线 的 合 点 ,PN EP 的 纵 标 线 .求证 : 

Ag + Ar = AN . (Pet. Pemb.&c. 1888. ) 

305. BET AE FJ RE — HE X f e ERE LS ok 
让: 这 样 作 出 的 :条 观 曲线 安 于 同一 点 (Trin.1888. ) 

306, 证 明 通 过 一 个 Ig Immonet ti 
ERARE SAA DUER ,并 用 确定 这 些 涩 曲线 的 中 心 的 轨迹 .Lond.1st B.A, 
Hon, 1872.) 

307. EMUR IRR P.o.ff P 点 处 的 切线 与 过 9 而 平行 十 
一 条 市 近 线 的 古 线 相安 于 另 一 条 部 近 线 上 .求证 ;@ 点 处 的 切线 与 过 而 
平行 于 第 二 条 渐 近 线 的 直线 相交 于 第 一 条 浙 近 线 上 . (Trin. 1888.) 

30g. EER ti T — RR. RE ERR HB 5 8 88 HEROICO EU 
£k? (T.H.1888. ) 

309， 已 知 双 曲线 的 两 条 浙 近 线 和 曲线 上 一 点 , 求 焦点 , 准 线 和 顶点 . 
(C.C.C. 1888.) 
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310. C 是 直角 双 有 曲线 的 中 心 ,直线 10 FTF-A CM, ZA 
RTLA OCM 的 平分 线 交 双 曲 线 于 PP, 求 证 :; CQ 与 CP? 成 比例 ,这 里 
Q REA LO 上 任 一 点 .tCath. 1888.) 

311， 从 直角 双 曲 线 的 两 个 焦点 到 任 一 点 已 外 切线 作 垂 线 , 交 曲 线 于 
A K, L, M 入. 求证: KLMN 是 平行 四 边 形 , 它 有 两 边 垂直 于 过 P 点 的 直 
径 . (Jes .&c . 1888. ) 

312. 已 知 双 曲 线 的 一 条 疡 近 线 和 双 曲 线 上 三 点 , 作 另 一 条 新 近 线 ， 
(Jes. &c . 1888. ) 

313. 设 P ERBREA— A, Ar EER, i 4'P AAP 交 一 
条 准 线 于 E 和 下 .求证 : EF 对 于 对 应 焦点 的 张 角 是 直角 . (Joh .1888. ) [183] 

314. -RHAN BIER LEDE 69 PE Zt A ERE ER, 932 3e fir DET 
点 为 一 个 焦点 .求证 : 它 平 分 另外 两 边 . {Joh.1888.) 

315， 一 个 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 的 方向 和 大 小 都 与 一 条 双 曲 线 的 丙 个 
轴 相 则 ;从 一 条 新 近 线 上 任 一 点 T VESHIN BER TO, TO' .求证 :三 角形 
TO4' 的 外 接 帖 通过 双 曲 线 的 中 心 .(Clare ,1887.) 

316. ABCD 是 矩形 ,有 两 条 等 边 双 曲线 ,其 渐 近 线 平行 于 第 形 的 边 ， 
[两 条 曲线 ] 分 别 通过 4 各 , 以 及 B 和 也 .求证 :一 条 双 曲 线 的 中 心 对 于 
扩 一 条 的 极 线 , 重 合 于 后 一 条 的 中 心 对 于 前 一 条 的 极 线 . (Trin. 1886. ) 

317. P 是 三 角形 ABC 平面 内 一 点 ,使 得 从 AL BLC 分 虽 到 PB, PC, 
PA 所 作 垂 线 交 于 一 点 .求证 ;P 的 轨迹 是 一 条 双 曲 线 ,外 接 于 三 角形 
ABC ,并 且 通 过 从 A, B,C 向 三 角形 对 边 所 作 垂 线 与 从 B,C,4 分 别 作 
BA, CB, AC 的 垂 线 的 交点 . (Trin. 1886.) 

318. 求证 :在 互相 共 辆 的 两 条 双 曲 线 中 ,平行 炫 点 莹 的 比 ,等 于 戏曲 
线 的 高 心率 的 比 , CTrin 1887. ) 

319， 求 [ 双 曲 线 的 ] 切 线 与 过 一 焦点 且 与 此 切线 成 定 前 的 直线 的 交 
点 的 胃 迹 .(Trn.1887.) 

320. P 是 双 曲 线 一 支 上 的 点 ,其 横 点 为 4,LPL 是 了 点 处 的 切线 ,两 
HARER AE, MPANM' 是 一 条 直线 ,两 端 终止 于 过 较 远 顶 点 且 分 别 平行 
于 两 条 渐 近 线 的 直线 上 .求证 ; LM 5 LM EIT. (Mag. 1887.) 

321. 设 P 和 0 是 直角 双 曲 线 圭 在意 两 点 , 妨 是 轴 的 交点 , PT 是 PP 
点 处 的 切线 , QM MON 分 别 是 从 0 到 CP 和 PT 的 垂 线 .求证 : CM 与 CN 
相等 . (Mag. 1837.) 84] 
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322. 设 [ 双 曲线 ] 在 P HRRÉSUUEEACPRORMEXISKCT L 利 部 ,那么 一 角 
IE LCM 的 外 接 贺 心 的 轨迹 是 一 条 双 曲 线 , 它 的 黄 条 渐 近 线 与 原 双 曲线 成 
FEF. (Qu. 1887.) 

323. Or, Oy 是 两 条 定 直线 ;4 在 Dr 上 ,日 在 0 上 ,并 且 OA = OB. 
过 4 ,中 任意 作 两 条 开 相 平行 的 直线 AM BN ,分 别 变 Oy 和 Ox TEMAN. 
求证 :WA 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 双 有 曲线 . {Cath .1887.) 

324. 有 一 个 圆 , 通 过 两 个 定点 S$,5' .两 条 定 直线 垂直 于 55' JE B SJ 
它 的 中 点 等 距离 ., 圆 与 这 两 条 直线 相交 于 点 PO 和 户 ,0'. 求 证 : 若 PP' 
PEFTSS , 则 它 与 一 条 以 $ ,3 为 焦点 的 定 圆锥 曲线 相 切 . (Jes. &c. 
1887.) - 

325， 直 钊 双 曲 线 通过 一 条 定 圆 锥 曲 钱 上 的 两 个 定点 P,Q, 并 且 有 
一 条 商 近 线 平 行 于 一 条 已 知 直线 .求证 :如 果 它 与 已 郑 圆 锥 曲线 再 相交 于 
R AS ,那么 直线 PR 和 05 相交 在 一 条 定 圆锥 曲线 上 . (Jes.1887.) 

326. OX,0Y EE H£ER:A R OX 上 的 定点 , 疡 是 OY 上 的 动 点 ; PM 
垂直 于 4Y, 在 PM EH odii AQ = PH. 求 由 的 轨迹 .(]es.1887.)》 

327. P 是 贺 上 任 一 点 ,48 的 圆 的 定 直径 .过 请 作 直 线 交 P4 延长 线 
于 如 ,使 BP ,8B0 与 4 成 等 角 . 求 0 的 轨迹 . (Jes.1837.) 

328， 设 三 角形 ABC AET- RANA. RE: CHEO P 也 在 
ik AX RR E. 

如 果 通 过 P fETK PA' , PB' , PC 平行 于 三 角形 的 边 , 证 明 4A4', BB'， 
CC 平行 . (Joh .1886. ) 

329. A ftc 是 直角 到 曲线 不 同 支 上 的 点 ,以 AC 为 直径 的 贺 与 曲线 
再 相交 于 中 和 上 .求证 : 双 曲 线 上 任 一 点 到 四 边 形 [ 48CD] 各 边 的 距离 成 
比例 ,(Joh .1886. ) 

330. 三 角形 的 底 边 44' 的 大 小 和 位 置 剖 是 一 定 的 .求证 :如 果 两 个 底 
角 的 差 是 直角 ,那么 顶点 的 谣 迹 是 一 条 直 前 双 费 线 . 

如 果 PN 是 44' 的 牌 线 , NO , NO' EMAN 到 以 44' 为 直径 的 加 的 切线 ， 
证 明 PO 通过 4', PQ' 通 过 4 ;再 证 明 车 QQ'3E AAUT M, UU] PM 是 P 点 处 
的 切线 , (Joh. 1887.) 

331. 如 果 一 族 直角 双 曲 线 外 接 于 一 个 三 角形 ,那么 它们 的 中 心 都 在 
Jus E. 

Rx T — SE Je EC fS — AE, 882 BUG i edo — dre Ef 
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点 处 的 公共 切线 . (Pet. 1886. ) 

332， 用 几何 方法 证 明 :在 一 族 同 焦 构 加 上 ,切线 平行 于 已 知 直线 的 
点 的 轨迹 是 一 条 等 边 双 曲线 . (Clare, 1886. ) 

333. RAMH PCp., DCd 是 双 曲 线 的 海 近 线 ,00' 是 一 条 公 
共 弦 ,O'R' , QR 是 椭圆 中 分 别 平行 于 CD 和 CP 的 蓄 , 求 证 : 

Q'R': QR = CD: CP. (Clare, 1886. ) 

334. 3RuE: — XE £X 0 4] DU B9 25 3E E RTDLIOME 8E — 34 3E 
3E Sj EXE £2, 89 25 à 8 REGE 6 E HL aX t BL dg 55 CL B TRO 4. (Trin. 
1886. ) 

335. TE—fEUÉ'P  CRUE BRURZE , XL TB PT TES fl B0328 , UEBER 
点 的 轨迹 是 一 条 直角 有 双 曲 线 . 什么 时 候 三 角形 的 底 边 是 横 轴 ? (Caius, 
1885. ) 

336. 设 两 条 同心 直角 双 曲 线 有 一 条 公共 切线 ,那么 它们 的 模 轴 夹 角 
等 于 各 自 的 中 心 与 切 点 连 线 夹 角 的 一 半 . (T.H. 1886.) 

337. 在 双 曲 线 中 ,已 知 两 条 渐 近 线 和 曲线 上 一 点 的 位 置 , 求 顶点 欧 
位 置 ,(T.H.1836. ) [186] 

338.， 双 曲线 的 四 条 切线 围 成 一 个 扎 形 . 设 此 矩形 的 一 边 AB 交 双 曲 
线 的 一 条 准 线 于 X ,并 设 S 是 对 应 的 焦点 .求证 :三 角形 XSA 和 XSB 相似. 
(Chr, &E. 1885. ) 

339. 在 直角 到 曲线 中 , 避 PO 5i P ABUSO EAR SCEGE PO 对 于 
过 PP 的 直径 另 一 端点 的 张 角 . 

340. 两 条 直角 双 曲 线 相 切 于 P, AZF RAMS. RE: M 为 直 
径 的 加 通过 P 点 和 商 条 [曲线 的 ] 过 P 的 直径 的 [ 另 一 ] 端 点 . (Chr, &E. 
1885. ) 

341， 等 边 三 角形 内 接 于 一 条 直角 双 曲 线 , 求 其 外 接 图 心 的 轨迹 . 
(Qu. 1886.) l 

342. 在 直角 双 曲 线 中 ,求证 : 任 一 点 处 法 线 在 这 一 点 和 轴 之 间 的 部 
分 ,等 于 共 固 双 曲 线 中 与 此 法 线 垂 丰 的 半径 . {Job.1861.) 

343. Ms HE VITSE 4 和 8, 而 和 且 它 们 的 轴 平行 于 一 条 已 知 直 
线 ; 若 一 条 切线 垂直 于 AB ,证 明 其 切 点 的 轨迹 是 一 条 双 曲 线 . (oh. 1861.) 

3 和 .一 条 线段 在 两 条 互相 垂直 的 直线 之 间 移 动 ,使 它 对 于 直角 平分 
线 上 一 个 定点 的 张 角 是 直角 的 一 悦 半 .求证 : 它 总 是 与 一 条 直角 双 曲 线 相 
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(Joh. 1861.) 

345. RE MRA oC fb £3 89 f e. 5i — ^r 398 IRL 4 [8] , B 2. 8 six 
PR E KE s pa, T8888 EL 5 3E a. ELE P) EL. (Pet. 1861. ) 

346. 抛物 线 在 P RREBUDUETE TUS ABB R F Y. ECOLE zE PN 
FIR, {E RN = PY.GKüE:R 的 轨迹 是 一 条 直角 双 曲 线 . (Jes. 1882. ) 

347. A m B 是 已 知 圆 上 的 定点 , CD REG RACER. 
如 果 CE 是 平行 于 45 的 荡 ,并 设 AE BD 相交 于 加 ,那么 0 的 轨迹 是 一 条 
HHMH. (Jes .1882.) 

348. 已 知 双 曲线 的 辅助 圆 和 曲线 上 一 点 .求证 ;焦点 的 轨迹 是 一 条 
XUI ££. (Jes 1886. XD 

349. 求证 :如 果 两 个 相等 的 圆 与 两 条 已 知 平 行 直 线 相 切 于 已 知 点 A 
和 如 [每 个 圆 各 与 其 中 一 条 直线 相 切 ] ,并 且 它 们 的 圆心 在 48 同 侧 ,那么 
它 拉 的 交点 轨迹 是 一 条 双 曲 线 . (Jes. 1886.) 

350. 求证 :二 急 双 曲 线 的 两 条 切线 的 夹 角 与 切 点 弦 对 于 中 心 的 张 前 
相等 或 互补 ,并 且 这些 角 的 平分 线 的 交点 在 切 点 荡 上 . (Jes. 1886. ) 

351， 直 角 双 曲线 在 其 一 点 PARAAF K TU LL P deb 
法 线 交 轴 于 G RUHE CKGL 的 外 接 圆 的 圆心 . (Joh.1885.) 

352. 两 条 双 曲 线 有 相同 的 横 轴 ,一 条 直线 垂直 于 横 轴 , 交 这 上 陋 条 曲 
线 于 己 和 户 . 求 证 :P 点 处 的 切 钱 和 严 点 处 的 切线 相交 在 棋 轴 上 . (Pet. 
1884.) 

353, MAR E— A P ARE RART T. EER RPR 平行 
于 这 条 渐 近 线 , 交 一 条 淮 线 于 R, ZER ST 于 只 ,其 中 S 是 与 这 条 准 线 
对 应 的 焦点 ,求证 : RP = RP = SP. (Clare, 1885.) 

354. 求证 :如 果 双 曲线 在 其 一 点 P 的 切线 交 一 条 渐 近 线 于 了 ,那么 
CT 与 HP. 的 夹 角 是 角 STP 的 二 倍 ,这 里 C 是 曲线 的 中 心 SH RU 
(Trin, 1884. ) . 

355. 求证 :如 果 CP, CD ERARI, 3 MH ERA, 


[188] 那么 D 点 到 过 而 平行 于 HP 的 直线 的 距离 等 于 短 半 轴 . (Trin. 1885.) 


Q dox. 双 曲 线 的 辅助 加 就 是 以 措 轴 AA' 为 直径 的 圆 , 见 第 4 章 
图 4 - 13. 
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356， 双 曲线 在 一 点 P 的 切线 交 湖 近 线 于 如 ,950HE qm EQ, 的 织 
标 线 ,CF 了 是 从 中 心 到 P 点 处 切线 的 垂 线 . 设 TM. Tm 分 别 交 P 点 处 法 线 
FK, L RHE: QKgL ERIE. (Pemb. 1885. ) 

357. 把 双 曲 线 定义 成 从 两 条 定 直 线 上 截 得 常数 面积 三 角形 的 动 直 
线 的 包 络 .求证 :这 样 定 义 的 双 有 曲线 有 两 条 渐 近 线 , 并 且 动 直线 与 双 曲 线 
的 切 点 是 它 [ 夹 在 淅 近 线 间 线 眉 ] 的 中 点 , {G.&C. 1885.) 

358. 求证 :两 条 同心 直角 双 曲 线 在 一 交点 处 的 切线 夹 角 是 它们 槛 轴 
3c fH E) 2 fi CT. H.1885.) 

359. ik PQ 是 直角 双 曲 线 的 任 一 直径 ,以 P 为 圆心 .PQ 为 半径 作 
圆 ,那么 苦 AL B,C 是 圆 与 双 曲 线 的 另外 三 个 交点 , 则 ABC 是 等 边 三 角 
JÉ. (K. 1884.) 

360. 一 个 圆 与 已 知 直 角 双 曲线 相交 于 A A, P, PRE: RARE 
严 , 产 的 切线 变 点 位 于 双 曲 线 中 与 4' 垂直 的 直径 上 .(Chr.1885.) 

361. S 是 抛物 线 的 焦点 ,4 EDU, SA TEAT X ,SXH 是 00 89fü, 
SH 垂直 于 人 .求证 :可 以 作出 一 条 双 曲 线 , 它 以 SHH ARA its s 
线 相 切 于 一 点 P, 使 得 这 一 点 的 焦 半 径 等 于 正 焦 弦 . (Qu. 1885.) 

362. 过 一 已 知 点 P 任意 作 一 直线 , 交 两 条 定 直线 于 PAG. E 
P'PO' 上 取 一 点 日, 使 00' = PP' .求证 ;0 的 轨迹 是 一 条 双 曲 线 . (Cath. 
1885.) 

363. XX eR TE FE — JA E D UR SE ER 0-9] SERE VIL ERROR T D i , ET 
都 在 通过 双 曲 线 中 心 的 一 个 贺 上 ,并 且 图 半 径 与 从 圆心 到 切 钱 的 垂 线 长 
成 反比 .(Joh.1884.) [189] 

364. 设 双 曲 线 的 新 近 线 夹 角 等 于 直 前 的 一 半 , 求 { 并 且 面 出) 三 角形 
CHK 的 垂 心 的 轨迹 ,这 里 HAK 分 别 是 过 P 而 平行 于 一 条 新 近 线 的 直线 
与 男 一 条 新 近 线 的 交点 . (Pet. 1883. 》 

365. 如 果 [ 双 曲线 ] 在 一 点 工 的 切线 交 一 条 新 近 线 于 了 ,并 且 连 结 世 
和 [曲线 上 ] 另 外 两 点 MMN ORRAZE ERTA RO CRUEL TA = 
A'O ,其 中 A'REMN 与 这 条 渐 近 线 的 交点 . (Clare, 1884. ) 

366. ABCD 是 平行 四 边 形 ;从 BC 上 在 一 点 8 EAD 的 垂 线 EF ,又 作 
EG SEÉUT AE FR. F HG TEAD E. TE AB ERA K, iE AK = FG. RHE: 
FG 总 基 与 一 条 定 观 曲线 相 切 . (Tan.1884. ) 

367， 从 双 曲 线 上 任 一 点 P 作 渐 近 线 的 垂 线 PM A PN, PN 与 曲线 再 
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相交 于 PRIE: PH 与 PN 之 比 对 于 P 的 所 有 位 置 都 相同 . (Pemb. 
i884. ) 

368. 一 族 轩 通过 两 个 定点 , 作 它 们 的 平行 切线 .求证 : 切 点 的 轨迹 是 
一 条 直 前 双 曲 线 . (Chr. 1884.) 

369. 点 A, B. C, D 在 一 条 双 曲 线 上 ,直线 AB ,CD 相交 在 一 条 新 近 
RE RAAR. {Pet.1884.) 

370， 从 直角 双 曲 线 构 轴 上 一 点 了 作 切 线 ,分 别 与 两 个 预 点 处 的 切线 
相交 于 8 和 0'. 求 证; 00 切 辅助 圆 于 一 点 只 ,使 得 RT E ZOTQ'. 
(Trin. 1885, ) 

371. 一 条 直线 平行 于 三 角形 ABC 的 边 AC, 7E AB 于 P, 交 三 角形 
ABC 的 外 接 图 在 G 点 的 切线 于 8. 求证 : CP, BQ Book eua cud RE — Aen 

L190) ABUH. (Jes.1884. ) 

372. 已 知 双 有 曲线 的 一 条 新 近 线 和 曲线 上 两 点 .求证 : 轴 的 包 络 是 一 
条 抛物 线 . {jes.1884. ) 

373. 过 一 定点 作 双 曲线 的 喜 ., 求 证 :这 些 引 的 中 点 的 轨迹 荐 一 条 双 
曲线 ,相似 于 原 双 曲线 或 其 共 岩 双 曲 线 . (Joh. 1883. ) 

374. 在 一 个 平坦 场地 上 ,来 福 枪 开 枪 声 和 子弹 击 中 枪 靶 的 声音 在 同 
一 瞬间 听 到 , 求 听 者 的 轨迹 . (Joh 1884.) 

375. 在 直角 双 曲 线 中 , 设 PO ERE, CV ERHET PO 的 直径 , 那 
A PQ 与 P 点 处 切线 的 夹 前 等 于 角 VCP. (Sel .1884. ) 

376. MC ule E— 5 下 作 [直线 ] KOPpg , 交 双 曲线 于 P,p, 交 
WERF 0 ,9 .求证 : KP: Kp 2 2KQ * Kg. (Pet 1883.) 

377. P.Q 是 双 曲 线 上 两 点 ,过 P 作 直 线 平行 于 一 条 渐 近 线 , 过 0 
作 直 线 平行 于 另 一 条 渐 近 线 , 交 前 一 条 平行 线 于 了 ,P 点 和 避 点 处 的 切线 
RWT, TP Fp,q. 求证 ;pq 平行 于 PO. (Per. 1883.) 

378. 设 S,3' 是 双 曲 线 的 焦点 ,于 ,和 是 对 应 准 线 与 93' 的 交点 ,S7， 
3 天 是 到 一 条 切线 的 重 线 ,又 设 好 ,正己 与 辅助 贺 再 相交 于 7y,y'. 求 证， 
党 ' 也 是 双 曲 线 的 一 条 切线 . (Pet. 1883.) 

379， 通 过 直角 双 曲 线 的 两 条 弦 中 每 一 条 前 中 点 作 直 线 平 行 于 另 一 
条 ,那么 所 作 两 线 的 交点 、 中 心 和 这 两 个 中 点 在 同一 个 加 上 . (Clare, 
1883.) 

380. ii XB ERST EE— FEE RUP ILGL E PES BEERGE DIT DUE 
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线 , 与 对 边 相 交 , 那 么 交点 连 线 平 行 于 第 三 个 顶点 处 的 切线 , (Clare, 
1883.) 

381. 设 QV 是 直角 双 曲 线 中 对 于 直径 PO 的 一 条 纵 标 线 .求证 : QV 
是 三 角形 Pop 的 外 接 贺 在 0 点 处 的 切 钱 .(T.H,1883. ) | [191] 


一 般 圆 锥 曲线 


382. S 和 下 是 图 锥 曲线 的 两 个 焦点 ,对 应 准 线 分 别 与 这 图 锥 曲线 的 
二 条 切线 相交 于 点 工 和 时. 设 由 是否 与 MH 的 交点 ( 必 覃 时 可 延长 ). 求 
WE: LN = MN. (1.C.8.1885.) 

383. 已 知 一 条 图 锥 曲线 的 一 个 焦点 和 曲线 上 两 点 .求证 : 准 线 足 的 
轨迹 是 一 个 加 (1.C.S.1884. ) 

384， 在 一 条 有 心 圆锥 曲线 中 , 设 PK, PL 是 PP 点 处 的 切线 和 法 线 ,并 
设 KSL 平行 于 S$'P, 这 里 $ 和 5 是 焦点 .求证 : KS = SL. (Pet. 1887.) 

385. P 点 处 的 切线 交 长 轴 于 了 ,从 丙 个 焦点 到 这 条 切线 作 垂 线 .再 从 
重 足 到 长 轴 作 重 线 ,分 别 交 曲线 于 工 ,L RWE: T, L, L EHRE. (Clare 
&c.1888.) 

386， 设 一 条 动 直线 被 两 条 定 直线 截 得 的 线段 对 于 一 个 定点 的 张 第 
大 小 为 一 定 , 证 明 它 与 以 这 定点 为 焦点 的 圆锥 曲线 相 切 . (Trim .1888. ) 

387， 设 A,B 是 有 心 敬 锥 曲线 一 条 直径 上 的 两 点 ,6,D 是 共 固 直径 

， 上 的 两 点 .求证 :如 果 AC 的 极点 在 8D 上 ,那么 AD 的 极点 也 在 BC E. 

(Lond. lst B. A. Hon. 1870. ) 

388. 求证 :如 果 两 个 三 角形 外 切 于 一 条 国难 曲线 ， 那么 它们 内 接 于 
另 一 条 圆锥 曲线 . (Lond. lst B. A. Hon. 1876. ) 

389. 若干 个 图 与 一 条 圆锥 曲线 相 切 于 同一 点 .求证 :连结 交点 的 弦 
都 平行 . {Lond.2nd B.A.1873.) 

390， 一 族 贺 惟 曲 线 有 一 个 公共 焦点 和 一 条 公共 准 线 .一 条 直线 垂直 
于 准 线 , 交 这 些 固 惟 曲线 于 点 P,0,R,…. 求 证 :从 公共 焦点 到 点 P,Q, 
R,… 处 的 切线 所 作 的 生 线 足 都 在 一 条 通过 淮 线 足 的 直线 上 . es. &e. 
1888.) [192] 

391. 求证; 如果 等 腰 三 角形 的 的 切 炳 辆 的 长 轴 平 行 于 底 边 ,那么 长 
轴 一 端的 轨迹 是 一 条 抛物 线 , 它 的 顶点 是 从 等 历 三 角形 项 点 到 底 边 垂 线 
的 中 点 . (Jes. &c. 1888.) 
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392. 两 条 圆 猴 曲线 有 一 个 焦点 和 一 条 准 线 是 公共 的 ,是 点 P,0 各 
在 - -条 出 锥 昌 线 上 ,使 得 一 Pse BOE TÉ EF a RDE: P LAE O sakh 
切线 交点 让 一 条 有 辐 样 焦点 和 淮 线 的 圆 欠 曲线 上 . {Joh. 1887. ) 

393， 求 让 :将 一 条 圆锥 曲线 的 两 个 焦点 分 别 与 这 曲线 上 一 点 P 相 
连 ,所 得 直线 各 与 向 线 亩 相交 于 8 和 只, 那么 直线 QR 总 是 一 茶 同 心 共 轴 
圆锥 曲线 的 切线 .(Joh.1887. 》 

394， 男 锥 曲线 在 其 一 动 点 P 处 的 切线 与 一 条 定 切线 相交 于 个, 从 个 
点 5 EREET S0. P 点 处 的 切线 于 晴 , 求 证 ;上 R 的 轩 迹 是 一 条 直 
£X. (Joh. 1888.) 

395. 设 图 锥 曲线 在 其 任 一 点 p 的 切线 交 模 轴 于 了 ,并 设 $ 是 焦点 ， 
RE RRA AREA WARRT EE ST 大 于 .等 干 或 小 于 
SP 来 决定 . (Trin. 1886.) 

396. TC 是 一 条 已 知 贺 锥 曲线 的 中 心 ,D 是 一 个 已 知 点 ,CD 与 这 圆锥 
曲线 的 交点 在 C 与 0 之 则 ;直线 OPRO ZAHATO, SEHE T 
CO 的 直径 于 点 RR, 这 里 中 在 P SQ 之 间 . 求 证 :其 + 部 与 0PRQ 的 方向 
AE. (Trin. 1886.) 

397. 一 条 圆锥 曲线 有 一 个 已 知 焦 点 S 和 一 条 已 知 焦 点 落 PSQ. UE P 
ALERT G R 6 的 轨迹 .(Pemb,1886. ) 

398. 一 条 国难 曲线 通过 一 个 已 知 点 P, 并 在 这 点 有 定 切 线 PT. KR. 
FETE PD ,并且 等 于 已 知 线段 .求证 :中 心 在 一 条 双 曲 线 上 ,其 源 

[193】 近 线 为 PU , PT. 

399. Ur P 是 圆锥 曲线 七 性 一 点 , PK 是 到 淮 线 的 垂 线 , 延 长 KP 到 
[98,] 使 PQ 等 于 P HRF, MA 0 的 轨迹 是 另 一 条 圆锥 曲线 . (Cath. 
1887. ) 

400， 找 出 一 种 线性 平面 几何 画 法 [ 即 在 一 个 平面 里 只 用 直 尺 画 直 线 
的 作 图 方法 ], 作 两 条 圆锥 曲线 的 公 切 线 ,已 知 这 两 条 曲线 至 少 有 了 两 个 实 
交点 . (Joh.1886. ) 

401. 球面 过 一 定点 ,并 且 与 两 个 已 知 平面 相 切 .求证 ; 切 点 在 两 个 贺 
上 ,并 且 球 心 的 轨迹 是 一 个 梢 图 . 

如 果 两 平面 的 夹 角 基 等 边 三 角形 的 一 个 角 , 求 证 :椭圆 的 两 个 焦点 间 
的 距离 是 长 轴 的 一 半 .(Joh.1887. ) 
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402. TP,TO REPE HER PS AR UTER, S 是 焦点 ,这 些 切 线 分 别 与 对 
HERET L, M KiE: TS 3E 2 LSM. (Pet. 1885.) 

403. 一 条 圆锥 曲线 内 切 于 一 个 三 角形 ,已 知 它 的 一 个 家 点 ,说 明 怎 
样 求 另 一 个 焦点 .能 有 堵 于 一 个 解 吗 ? 【Pet .1885. ) 

404. aRuE:— AR DH 8 El £X PO f ox c9 Hp Pf e — Se H for E E Hl 
£& . (Pet. 1886. ) 

405。 两 个 相似 的 并 以 同样 方式 放置 的 圆锥 曲线 相交 于 4 ,8B. 一 条 公 
共 扔 强 交 它们 于 P,Q IEK Po 到 ,使 QR = PQ. 设 RA, RB 与 通过 PP 点 
的 那 条 圆锥 曲线 相交 于 H.K, i HK 3E QP 延长 线 于 5. 求 证 ; PS = PO. 
(Pet. 1886. ) 

406. 一 条 图 锥 曲线 外 接 于 三 角形 ABC ,并 旦 有 一 个 焦点 在 BC ER 
对 应 准 线 的 包 络 .又 者 一 4 EAH ,求证 : 包 络 是 抛 牺 线 , (Trin .1885. ) 

407. 求证 :车 A, B.C 是 三 个 已 知 点 , 则 可 作 两 条 抛物 钱 通过 4 和 
B REL C 为 焦点 ,并 且 这 些 抛物 线 的 轴 平 行 于 过 纪 点 并 以 4 和 8B 为 能 点 
的 驱 曲 线 的 渐 近 线 . (Trin. 1886, ) [194] 

408、 如 果 两 条 圆锥 曲线 有 一 条 公共 准 线 ,那么 它们 的 四 个 交点 在 一 
^r Bl E. (Caius, 1885. ) 

409. 求证 :如果 椭 团 的 一 条 切线 与 长 轴 所 成 的 角 等 于 另 一 条 切线 与 
短 轴 上 所 成 的 角 , 并 和 且 两 条 切线 不 牌 直 ,那么 它们 的 交点 的 胃 迹 是 一 条 直角 
到 曲线 ,其 顶点 是 椭 贺 的 焦点 , (Chr. &c 1885. ) 

410. 椭圆 前 长 轴 和 短 轴 分 别 是 双 曲 线 的 共 辐 轴 和 横 轴 , 双 曲 线 的 浙 
WE CP AER ELT ex P. RE: BUR SEK. CP 到 P' ,使 PP = CP ,并 设 PM, 
P'QM'SERUT. CA, AES ET MM ORE P'OM 与 戏曲 线 的 交点 ,那么 
QM 是 点 处 的 切线 . {Sid.1861.) 

411. 有 两 个 相似 的 并 以 同样 方式 放置 的 椭 蝎 ,它们 的 两 对 公 切 线 相 
ZF $,S' ,并 与 其 中 一 个 椭 图 的 一 条 切线 相交 于 ¥, 了 和 六, TP, 与 另 一 
个 糖 贺 的 一 条 切线 相交 于 5,: 和 vw',#. 求 证: 如果 Vr' 通 过 5 ,那么 Tv' 也 
通过 S.(Tria.1861.) ' 

412. 一 条 抛物 线 和 一 条 有 心 圆锥 曲线 相交 于 四 点 A, B.C, DRE: 
在 辐 锥 曲线 中 作 分 别 平行 于 AR 和 CD 的 直径 , 则 其 删 点 连 线 之 一 平行 于 
抛物 线 的 轴 . (John. 1861.) 

413. 图 锥 则 线 在 其 两 点 P,Q 的 切线 相交 于 口 , 从 0 点 作 两 条 直线 


[195] 


[196] 


与 这 圆锥 曲线 相交 ,并 与 横 轴 成 等 角 . 设 它们 交 PO 于 # ,上 ,并 该 [它们 被 
后 久 曲 线 戴 得 两 ] 弦 的 中 点 是 R, S. RIER, M,N, S 在 一 个 加 上 . (Pet. 
1882.) 

414， 两 条 相似 阅 锥 曲线 的 准 线 平行 ,并 有 相同 焦点 3S; 过 S 任意 作 
一 直线 , 交 两 条 贺 惟 曲线 于 斑 和 0 , 求 PO 的 中 点 的 轨迹 . {Chr.1882.) 

415. A, B, C 是 二 个 定点 ;过 4 点 任意 作 一 直线 ,与 一 条 已 知 图 难 曲 
KHPA P, 8. 求 证 : PB 与 06 的 交点 轨迹 是 一 条 圆锥 曲线 . (Jes. 
1886.) 

416. 0 是 一 个 定点 ,已 是 已 知 直线 上 任 一 点 . 沿 着 这 杂 直 线 取 PO, 
使 它 与 OP 的 比 为 一 定 .求证 ;P 点 与 09 的 中 点 的 连 线 总 是 与 一 条 以 避 
为 焦点 的 圆 能 曲线 相 切 , (Jes. 1886.) 

417. 求证 : 邵 果 一 个 椭圆 和 一 条 双 曲 线 的 焦点 相同 ,那么 它们 相交 
上 成 直角 ,并 且 双 曲线 的 渐 近 线 通 过 椭圆 的 辅助 团 上 与 交点 相对 应 的 点 . 
(Joh. 1886. ) 

418. 从 定点 4 TEEEER AB GE BIT 8; 过 8 作 直 线 BC EET AB, 
交 一 个 同心 回 于 C, 求 证 :过 且 平 行 于 48 的 直线 与 一 条 圆锥 曲线 相 切 ， 
(Pei, 1884.) 

419， 从 一 条 有 心 圆锥 曲线 的 淮 线 上 一 点 作 商 条 切线 ,连结 切 点 . 求 
证 :这 样 得 到 的 三 角形 的 重心 的 轨迹 是 一 条 圆锥 曲线 ,与 已 知 曲线 相似 ， 
(Pei. 1884. ) 

420. 一 条 定 直线 与 一 族 同 焦 圆 锥 曲线 中 的 每 一 条 相交 于 两 点 . 求 
证 :这 两 点 处 的 法 线 交 点 的 轨迹 是 一 条 直线 .【Pet .1884.) 

421， 以 一 条 已 知 抛物 线 的 准 线 上 任 一 点 为 一 个 焦点 ,抛物 线 的 焦点 
为 男 一 个 焦点 , 作 一 个 椭 贺 或 一 条 双 曲 线 , 求 证: 所作 曲线 在 它 与 :抛物线 
的 ] 淮 线 交 点 处 的 切线 和 法 线 也 是 抛物 线 的 切线 . (Pet. 1884. ) 

422. 圆锥 曲线 的 -- 杀 定 束 PQ 交 任 一 直径 于 ,关于 这 条 直径 的 通 
过 点 的 纵 标 线 交 P 点 和 SART H, K RIE: HK EN 点 平分 . 
(Caius, 1883. ) 

423. 过 圆锥 曲线 上 一 点 PRR POPO ,过 0. EUTRE 
的 直线 分 别 交 P 点 处 的 法 线 于 N, N ,求证 : PN, PN 的 比 , 等 于 图 锥 曲线 
中 平行 于 PE, PQ' 的 直径 的 平方 比 . (Pet .1885. } 

424. V 4,8,C,D 是 圆锥 曲线 上 的 四 点 ,在 这 些 点 的 法 线 相 交 于 辣 
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一 点 .求证 :平行 于 AB, CD 的 直径 的 平方 和 等 于 平行 于 4C ,BD 的 直径 的 
3-5; fü. (Clare, 1885. ) 

425. 一 条 描 物 线 通 过 相距 24 HATERA B, HHA AB 的 中 点 到 其 
准 线 的 距离 为 。. 求 证 :抛物 线 的 焦点 的 轨迹 是 一 条 园 惧 曲线 , 它 是 椭 玫 或 
WH, h c 大 于 或 小 于 a KRE. (Trin. 1884.) 

426， 在 一 页 纸 上 画 了 一 个 圈 ,将 纸 折 亚 ,使 纸 的 一 角落 在 圆周 上 . 求 
证 : 当 绝 角 在 圆周 上 移动 时 ， 纸 上 折 痕 的 包 络 是 一 条 圆锥 曲线 . (Trin. 
1834. ) 

421. KEPEBULSOH PUE, 使 边界 直径 上 一 个 特别 标注 的 点 P RAEE 
形 边界 上 .求证 : 折 痕 与 一 条 定 贺 惟 曲 线 相 切 . (Trin.1885. ) 

428. 如 果 一 个 加 和 一 条 回 锥 曲线 相交 于 点 8 ,了 ,也 ,那么 BC 与 
DE 夹 角 的 平分 线 、BD 与 CE 夹 角 的 平分 线 以 及 配 与 CD 夹 角 的 平分 线 
备 自 平行 于 两 条 定 直线 中 的 一 条 . (Caius, 1885.) 

429. TP,.TP'fk IE MEHR ER OD IER, PC. P'G' EEA P. P bli 
RORE: TP: TP' = PC; PG .再 证 明 : 如 果 CL, C'L'SEÉCT. PP, RAPLE 

= P'L'.(Chr. 1885.) 

430. 从 一 点 T 作 图 锥 曲线 的 两 条 切线 ， 切 点 为 P 和 0, 任 作 一 条 平 
行 于 TP 的 直线 , 交 TO 于 工 , 交 PQCT OE BH HART. RS ORE: L0? = 
LR* LS, S. 1885.) 

. P,Q 是 椭 加 上 任意 两 点 ,5 ,上 是 它 的 焦点 ;SP, HO MTM, 
$0.2 HP P REED. LOSP, L QHP FUE IEHERLAB IET R. RUE: RP. RO 是 这 
个 椭圆 的 切线 ,并且 MN 是 一 条 同 焦 双 曲线 上 的 点 , RM, RN 是 这 观 曲 
线 的 切线 .Jes .1885.】 [197] 

432， 已 知 一 条 直 强 ,一 个 图 ,图 心 为 口 ,以 及 一 点 5. 直 线 上 动 点 只 
与 点 5 ERZETT U, VMA SEREF OU, 0OY, 交 RDO 于 点 P 和 
GRE 52:09 08 HG BUE RE —- RR ME Hl ER LUE S 为 焦点 ,已 知 直线 为 准 线 . 

从 这 种 形成 曲线 的 方式 推导 出 ,从 任 一 点 到 加 锥 曲线 的 两 条 切线 对 
于 一 个 焦点 的 张 前 相等 . (job.1884. ) 

433， 求 证 :两 个 间 焦 椭圆 和 两 个 同 焦 双 曲线 相交 围 成 的 曲线 四 边 形 
的 对 前 线 相等 、 

证 明 这 些 结果 对 于 一 组 局 焦 共 轴 抛物 线 也 成 立 . (Joh. 1884.) 

434. 一 条 双 曲 线 以 椭 图 的 一 个 焦点 为 焦点 CL DERE B] E TR RE 


(— BI 一 


[198] 


RS UE £X ERR. RIE: ROBLES £X, 55 (s ERI i L E I R 1 9) s PROP BAL Fr 87 
£& .--aE ATO EE BO REL E. (Joh 1884. ) 

435， 一 个 椭 较 和 一 条 双 曲 线 的 焦点 相同 ,并 且 相 交 于 P. PYZ ROX 
曲线 在 P 点 处 的 切线 ;SY ,HZ 是 焦点 L 到 这 切线 的 ] 重 线 .求证 : 

PY-PZ = BC^, 

其 中 BCB' RRNA. (Pen 1884.) 

436. MASAA THRIFT P HO, NRA a EB EE P9 HT 
近 线 . PM ,ON 是 到 轴 CA 的 纵 标 线 ; PR, OT 是 到 轴 CB 的 纵 标 线 ,求证 : 

CM! e CA? = CA?, 
CN: CR = CA: CB. 

(Pet, 1884. 

437， 从 圆周 上 一 个 定点 OFER OA EKA 8, 使 OB 与 OA 的 平方 
差 是 常数 .求证 :过 8 HET OD 的 直线 与 一 条 网 锥 曲线 相 切 , 0 点 是 
这 曲线 的 中 心 ,通过 0 点 的 贺 直 径 的 另 一 端 是 它 的 一 个 售 点 . Clare. 
1884. ) 

438， 已 各 圆锥 曲线 的 一 个 焦点 5 和 两 条 切线 .求证 : 短 轴 的 包 络 是 
一 条 以 3 为 焦点 的 抛物 线 .(Trin.1884. ) 

439， 山 锥 曲线 的 一 条 焦点 弦 PSQ 的 位 置 已 知 , 轴 的 位 置 也 已 给 出 ， 
画 出 这 条 轿 锥 曲线 , (Pemb. 1884. ) 

440， 利 用 射影 证 明 : 如 果 ACA' 是 椭圆 的 长 轴 , PNP 是 一 条 双 纵 标 
线 ,平分 C4' 于 NN, 那么 PP 点 处 的 切线 平行 于 AP'. (Pemp.1884.》 

441， 一 个 椭圆 和 一 条 双 曲 线 同 心 、 共 轴 , 一 点 P 关于 这 两 条 曲线 的 
极 线 垂直 李 交 于 @. 求 证 : 吕 的 轨迹 是 通过 中 心 C 的 两 条 直线 ,0 的 轨迹 
是 通过 中 心 的 另外 两 条 直线 ;但 若 两 条 圆锥 曲 绷 同 焦 , 则 C. o 和 P 在 一 
直线 上 ,并 且 CP CO 是 常数 . (Che 1884.) 

442. 已 知 一 个 焦点 .一 条 准 线 和 离心 率 , 找 出 一 种 几何 方法 ,用 来 作 
出 一 条 通过 焦点 的 已 知 直线 与 这 曲线 的 交点 . (Qu. 1884. } 

443. WhdniE B Hs s EE RR n — 1 ft ex C LE ELM UR ex ES PEN 
轴 相 切 , 3E. 5 66 V] Ey c5 £X 18) 2 UD EROS R6 X I E H8 Fe ÉL B. {Trin. 
1885. ) 

444. ACA' 和 BC 是 棋 圆 的 长 轴 和 短 轴 ,3 A REA, P Eii 
贺 与 一 条 同 焦 双 曲线 的 一 个 交点 ,并 甩 aCa' 是 双 曲 线 的 措 轴 ,求证 
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SP-24a, S'PzA'a, aB= CP. 
(Trin. 1885. ) 

445， 在 一 个 已 知 辆 的 平面 内 取 两 个 定点 P,, 作 加 中 平行 于 PQ 的 
ERS, RIEF RS 的 不 同位 置 , RP 与 SQ 的 交点 的 轨迹 是 一 条 圆锥 曲 
£k. (Trin. 1886.) 

446， 图 通过 一 个 定点 LES ÀÀ AR CURL ERREA. RE: DL BS f dt 
是 一 条 国 锥 曲线 . (Jes. 1884. ) [199] 

447. MERHAR T HR LIU TER JC. ADR LOK IE TEX AR E 
两 映 的 切线 相交 于 一 条 因 锥 曲线 上 , 它 与 原 曲 线 有 相同 的 焦点 和 准 线 . 
(Joh.1883.) 

448. 一 个 椭圆 和 一 策 双 曲线 有 相同 的 横 轴 ,并 且 离 心率 互 为 倒数 . 
求证 :从 其 中 每 和 杀 曲 线 的 紫 点 作 另 一 曲线 的 切线 ,这 些 切 线 在 两 个 点 相交 
成 直角 ,并 且 切 线 与 共 轿 轴 的 交点 在 辅助 加 上 . (Joh. 1884.) 

449. 从 一 条 有 心 圆锥 曲线 上 任 一 点 0 EIRAS, H 的 连 线 OS, 
QH ,与 这 圆锥 曲线 再 相交 于 P, P .求证 : 若 P,P 点 处 的 切线 相交 于 了， 
则 7 被 短 轴 平分 ,并 且 了 的 轨迹 是 一 条 园 惟 曲线, {Pet. 1883.) 

450，、 求 证 :通过 一 条 有 心 圆 锥 曲线 上 两 点 可 作 两 个 圆 与 这 条 圆锥 册 
线 相 切 , 并 证 明 切 点 是 一 条 直径 的 端点 .5Cains , 1883. ). 


H OH 面 


451， 设 $ 是 圆锥 面 内 一 点 ?4 是 圆锥 面 的 顶点 ,45 是 它 的 轴 . 求 证 : 
以 S 为 紫 点 的 两 个 截面 与 48 所 成 锐角 的 差 是 角 S48 的 二 信 .(I.C.S. 
1887.) 

452. 说 明 怎样 从 一 个 已 知 咽 锥 面 得 到 有 最 大 可 能 离心 率 的 截 商 .(I. 
C.S.1886.) 

453. 在 什么 情形 下 ,圆锥 面 被 一 个 平面 截 得 的 曲线 是 直角 双 曲线 ? 
说 明 这 时 怎样 疯 定 截面 必须 采取 的 幸 角 .(1.C.S.1885. ) 

454， 说 明 怎样 求 圆锥 面 的 双 曲 线 截 口 的 中 心 和 渐 近 线 , 再 说 明 , 怎 
样 从 一 个 已 知 圆锥 面 截 得 双 曲 线 , 合 它 的 次 近 线 包含 最 大 可 能 角 .(T.C. 
5.1884, ) . [200] 

455. RUE: E M fe TEL OS 6 PRI t TE O ci hl S8 EH eh Pj 3 P E DL 
的 回 形 截 面 直径 的 比例 中 项 ， 


如 果 和 将 这 顶 句 射影 到 竺 直 于 圆锥 面 的 轴 的 平面 内 ,求证 :射影 曲线 的 


456. 从 一 个 已 策 正 圆锥 面 截 得 一 族 抽 物 线 , 它 们 的 轴 与 一 条 通过 项 
点 了 的 已 知 直线 OM 相交 . 设 任 一 截面 交 OM 于 交 , 求 证 :对 于 所 有 抛物 
£E ONT: AN- CL 是 定 比 ,这 里 4 是 截 线 的 顶点 ,C 是 焦 球 的 球 心 ,上 ER 
TAER OL. 的 交点 . (Pemb .1887 ,) 

4$7， 如 果 一 个 图 外商 的 两 条 截 线 有 一 条 公共 准 线 , 那 之 这 些 截 线 的 
下 焦 弦 与 它们 的 高 心率 成 比例 . (Jes.&e . 1888. ) 

458， 求 证:[ 正 圆锥 面 的 ] 平 面 截 线 如 果 两 焦点 间 历 离 孝 相 同 ,那么 
它们 的 中 心 的 轨迹 是 一 个 正 圆柱 面 . (Joh .1888. ) 

459. 求证 :[ 圆 锥 认 的 ] 平 高 截 线 如 果 眶 轴 长 诊 都 相同 .那么 它们 的 
中 心 都 在 由 一 条 双 曲 线 绕 其 横 轴 旋转 所 得 的 曲面 上 . (Pei.1887. } 

460. 为 了 能 作 一 个 椭圆 锥 面 通过 两 个 位 于 不 局 平面 内 的 已 知 贺 , 必 
须 满 下 什么 条 件 ? (Trin. 1887, ) 

461. 求证 :如 果 从 正 圆锥 面 能 截 得 一 个 大 小 和 位 置 痢 已 给 定 的 精 
圆 ,那么 所 有 这 些 正 区 惟 商 的 项 点 的 轨迹 是 一 条 通过 已 知 薄 加 焦点 的 双 
曲线 . (Jes. 1887. ) 

462， 说 明和 怎样 作 一 个 平面 ,使 它 截 已 知 正 圆 惟 面 得 到 一 个 棋 贺 ,其 
离心 率 和 长 轴 的 长 度 都 是 已 知 的 .(Cath . 1887. ) 

463. 设 圆锥 面 的 顶 角 是 直角 .求证 : 它 的 一 个 截面 的 两 个 切 [ 焦 ] 球 

[201] 的 半径 之 和 的 平方 等 于 截面 的 两 个 轴 的 平方 和 .(Pet.1886. ) 

464. 两 个 正 圆锥 面 , 顶 角 都 是 直角 ,两 者 的 顶点 和 一 条 母线 相 重合 . 
求证 : 当 用 同一 平面 去 截 它们 时 ,一 个 圆锥 面 的 截 线 的 短 轴 等 于 另 一 个 的 
Jt S. (Clare,1886. ) 

465. 求证 : 正 圆锥 面 的 抛物 钱 截 面 的 正 焦 蕨 与 它们 的 顶点 到 圆锥 面 
项 点 的 距离 成 比例 .(Trin.1886. ) 

466. 通过 一 条 定 直角 双 曲 线 作 一 族 正 圆锥 面 . 求 证 :它们 的 项 点 的 


轨迹 是 一 个 椭 圈 ,其 离心 率 为 让 . (Pemb. 1885. ) 


467. Wt 户 是 两 个 内 切 于 正 加 锥 面 的 相交 球面 的 一 个 公共 点 ,求证 : 
[它们 各 自 ] 在 P 点 的 切 平面 与 连结 P 点 和 圆 惟 面 顶点 的 直线 成 等 角 ， 
(T.H. 1886. ) 


NENNEN 

468. IEPEBEE— T RSE4ATTOUREEBDCTU AF m Pr A, d 81 
的 曲线 是 一 个 椭 园 . (Qu. 1886. ) 

469， 取 一 个 正 圆锥 面 的 不 同 机 图 截面 ,使 它们 的 轴 都 相等 (长 轴 都 
在 一 个 平面 内 ). 求 证 :它们 的 中 心 的 轨迹 是 一 条 双 曲 线 . (Cath 1886.) 

4270， 确 定 已 知 圆锥 面 的 抛物 线 截 面 ,使 它 的 正 仿效 有 已 知 长 度 . 
(T.H.1881.) 

471. RUE: 1E DSL AE i i P PT e 9-8 RE M b PR P3) P 1 D a 
锥 面 轴线 的 三 线 长 的 比例 中 项 , 设 耻 是 圆锥 面 的 顶点 ,只 是 区 锥 面 的 辅 与 
AR IRL Cd LA" BE LENT: 

CR: CA = CS: AV + CS (Trin. 1861, ) 

472. iEBISME i OP TT. [i PCS, 183 33] — AR DUIS cR uE: [Xx e 
DEL fr j 558 Bh EN e — 1E SEE TT E, CHEM, 5 DURER IRL T.H. 
1882.) [202] 

473， 两 个 图 纵 面 的 顶 角 互补 .求证 :对 于 从 它们 被 平面 瞧 得 的 具有 
最 大 离心 率 的 男 锥 曲线 ,离心 率 倒 数 的 平方 和 等 于 1. (Trin. 1885.) 

474. 说 明 怎 样 画 圆锥 面 的 观 面 ,使 它 以 一 条 已 知 直线 为 准 线 , 这 条 
已 知 直 线 垂直 于 癌 锥 面 的 轴 . (Qu. 1885.) | 

475. 已 知 一 个 柄 圆 和 一 个 正 并 锥 面 ,将 精 罗 放 到 适当 位 置 ,使 它 成 
AAEE. (Trin. 1884. ) 

476. RE: DIE TRE] SEE ERRA ER -5 E T IR eR A DR 3 
长 成 比例 . (Trin. 1884. ) 

477. 如 果 一 个 圆锥 面 的 两 个 不 同 的 平面 截 线 有 一 条 公共 准 线 , 那 么 
它们 的 焦点 连 线 通 过 加 能 面 的 顶点 . (Qu 1834. ) 

478. 设 咖 锥 面 的 [ 顶 ] 角 是 直角 ,求证 :截面 的 半 正 焦 驴 是 长 轴 被 图 
锥 面 顶点 到 它 的 垂 线 所 分 成 酚 条 线段 的 比例 中 项 .(Cath.1884.》 

479， 两 个 加 锥 面 有 公共 顶点 ,它们 的 轴 成 直 急 ,而 且 它 们 的 顶 角 互 
补 .一 个 平面 牌 直 于 它们 两 轴 所 在 的 平面 ,与 两 个 图 惧 面 相交 [分 别 截 得 
一 个 椭圆 和 一 条 双 曲 线 ]. SR UE : AE OR, ri 0) — 1-18 ox. DIC HH ER MR DT PTT 
EAREN , DETA TARERE R 2E. HL EE B0 0377 10 
等 于 这 两 个 更 元 为 边 长 的 矩形 面积 . (Trin 1885.) 

480. 设 贺 锥 面 截 钱 的 短 轴 为 定 长 .求证 : 它 的 中 心 在 一 个 旋转 观 曲 
面 上 .(Jes.1884. ) [203) 


"m o HW 
课题 1( 续 ) 


证 明 曲 线 在 过 4 和 4 所 作 垂直 于 抽 的 两 直线 之 间 . 

在 SN 或 SN 的 延长 线 上 到 SK = e* XN. 

我 们 必须 考 虚 ,N 在 什么 位 置 时 ,以 5 为 圆心 、。. XN 为 半 
径 的 圆 与 NP 相交 ; 即 SK 是 大 于 还 是 小 于 SNW， 

情形 1. # NES 与 4 之 间 . 


R E A a 
Hi A1-1 
[如 图 Al- 1, 这 时 有 ] 
SK = e` NX > e: XA = SÀ; 
< SK>SN. 
情形 2. ENES 与 4 之 间 . 


{如 图 上 -2, 这 时 有 ] 


SK = eV， 
SA' 2e*XA'; 
两 式 相 减 得 KA' = ev NA’ < NAÀ's 


SK » SN. 
情形 3. EON 在 54' 延 长 线 上 . 


图 A1-3 
[如 图 Ai- 3. 这 时 有 ] 
SK = e* XN, 
SA' = e* XÀ' ; 
两 式 相 减 得 A'K—e-A'N < A'N, 


SK « SN. 
情形 4. 若 六 在 4 与 之 间 . 


E A1-4 
[如 图 A1- 4, 这 时 有 ] 


SK =e'NX «e-* AX = SA; 


SK « SN. 
情形 5. EDNGESX 延长 线 上 . 
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-如 图 Al 一 5, 这 时 有 ] 
SK =e: XN < XN « SN. 
更 在 我 们 已 经 证 明了 ,. 当 产 在 轴 44' 上 位 于 4 与 4' 之 闻 
H RSE NP 相交 ,而 当 N 在 线段 44' 外 部 时 ,加 与 垂 线 不 
[204] 交 . 因 而 椭圆 在 过 4 和 过 4 垂直 于 轴 的 两 条 直线 之 间 . 


双 曲 线 
课题 1( 续 ) 


证 明 曲 线 在 过 4 和 4' 所 作 重 直 干 轴 的 两 直线 外 部 . 

在 SN 或 SN 的 延长 线 上 取 3K = e* XN. 

我 们 必须 考虑 ,WN 在 什么 位 置 时 ,以 8 RB e NX 为 半 
径 的 圆 与 WP 相交 ; 即 SK 是 大 于 还 是 小 于 SW. 

情形 1. 若 只 在 4 5x. 


x E] s 
ÀA2-1 
[如 图 A2 - 1, 这 时 有 ] 
SK -e* NX « e* AX = 545 
SK « SN. 
情形 2. S oNiEX SAZA. 


A T Á 8 
E A2-2 


[如 图 A2~2, 这 时 有 ] 
SK -e* XN, 
34 2 e* XA'; 
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两 式 相 减 得 KA' = et NA' > NA'; 
SK « SN. 
情形 3. E N 在 $4' 延 长 线 上 . 


K N 
A' X A S 
图 A2-3 


[如 图 A2 - 3, 这 时 有 ] 
SK-e*XN, 
SA' 2e*XA'; 
两 式 相 减 得 A'K = esA'N > A'N; 
SK » SN. 
情形 4. ENEA 与 S 之 间 . 


* 
A' t A $ 


Hi A2-4 


[如 图 A2 - 4, 这 时 有 ] 
SK = e NX > e* AX 5 SÀ; 
^o SK»SN. 
情形 5. Æ N (EAS 延长 线 上 . 


A' X A $ 
图 A2-5 


[如 图 A2 - 5, 这 时 有 ] 
SK —-e* XN > XN » SN. 
现在 我 们 已 经 证 明了 , 当 A 在 轴 A44' 土 位 于 4 与 4 之 间 
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时 ASER NP 不 交 , 而 当 N 在 线段 A4' 外 部 时 , 圆 与 重 线 相 
[205] 这, 所 以 双 曲 线 在 过 4 和 过 4 垂直 于 轴 的 两 条 直线 外 部 . 


下 列 重要 命题 在 解 题 时 可 认为 已 知 . 
w 物 R 


l. 证 POp 是 一 条 弦 , 交 直径 ANn TOt PN ,pn 是 对 
于 这 条 直径 的 级 标 线 ,那么 AN An = 4027 风 第 7 了 7 章 抛物 线性 
B) 

2. 在 图 1-17 中 , 作 QD &É T PV[& X D), QD?= 
4AS* PY.( 见 命题 17 练习 问题 1.) 

3. 任意 两 条 切线 被 第 三 条 切线 分 成 的 线段 有 和 相同 的 比 ， 
(参考 第 8 章 问题 11. ) 

4. 在 两 条 线段 OP, OP' 上 取 分 点 了 ,了 ,使 OY, OF' 通 过 
PUE RA OY + ac OY =1, 其 中 和 ,pj 是 常数 ;那么 YY 896, 
£X — $e dads ES 0P ,DP' 相 切 . 


由 第 3 题 [ 按 第 4 题 标注 字母 ] ,得 


PY OY WP OY OY 
OY yp" TOP - 0Y” 


所 以 


Bp 
A:0Y e OY =1, 其 中 X= 


如 此 等 等 . 

5. i S EE RLY EX d SAY E4t—,5, VP E 3) SY 的 
垂 线 .那么 YP 456,18 — f Ao ER LES RESET E Ab 
的 切线 是 AY. Cái. 10 i36) 


apis ab. 


6. SEX &,0 SE E300 上 任 一 点 ,DOD' 与 0S mE f 
(a). MA OQ' 的 包 络 是 一 条 抛物 线 , 它 的 仍 点 是 S, HLH 00 
于 定点 日 ,使 得 一 SO00 = we.{( 本 题 是 一 般 性 质 , 上 题 是 本 题 的 特 
丈 情 形 .这 是 命题 13 的 道 .) 

7. OQ, OQ 是 两 条 定 直 线 ,5S 是 它们 之 间 的 一 个 定点 ， 
QQ'ibX LOSQ =n -000' .那么 QQ' && 6,3 3 — de nh 
3,,'5 4938 5 X. 5,9- 8.5 00,00 mh. (第 了 章 抛物 线性 质 2 
的 逆 .) 

38. 切线 三 角形 的 年 心 在 准 线 上 ,.{ 见 第 8 章 问 题 14.) 


圆锥 曲线 


1.， 设 已 点 处 的 切线 交 准 线 于 2, 交 正 仍 强 于 天 ,那么 SK: 
SZ = e. (参考 双 曲 线 命 题 10 的 练习 问题 .) 

2. 44 Ci MiA, S, S 是 到 国 心 等 距离 的 
XQSY,S'Y' APAR, AF Y,Y' ,那么 [206] 

(1) 车 ,3 在 国内 , 则 YY' 85 6, E A IN ; 

(2) 若 5,5' 在 图 外 , 则 YY 65 6,26 E xt h, E A oe UN] 
35 E. 

或 者 , 若 3, S AEA, SYS 了 是 平行 直线 ,使 得 SYLS'Y 
= 常数 ,那么 YY' 的 包 络 是 补 国 或 双 曲 线 , 随 SY ,5S'Y' 在 SS' F) 
全 或 异 便 而 定 ( 风 椭圆 命题 14 和 双 曲 线 命题 13.) 

3. Cr, C X 4X BE EA Cr MEA 
T' 的 包 结 是 一 条 双 曲 线 ,其 渐 近 线 为 Cr ,Cr'.( 见 双 曲 线 命 题 
31.) 

4. 在 三 角形 中 ,已 知 底 边 到 两 个 底 衣 的 差 ,， 证 明 其 顶点 的 
Hitt- RREA, 

当 差 为 直角 时 ,轨迹 是 直角 双 易 线 .( 见 问题 335. ) 

5 一 条 定 直线 ,与 同 乱 国 锥 曲线 族 中 的 一 条 相交 于 两 点 . 
来 证 :在 这 些 点 的 法 线 的 交点 的 轨迹 是 一 直 钱 .( 见 问题 420. ) 
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6， 一 条 已 知 直 线 对 于 一 个 同和 你 加 办 曲线 系 的 报 点 的 轨迹 
是 一 条 直线 . 

设 AB 是 已 知 直线 ; 作 局 焦 圆锥 曲线 ,使 它 切 AB 于 P; 作 
PG | AB. AB 对 于 这 条 同 焦 圆 锥 曲线 的 极点 是 PP, 即 在 PC E. 
到 任 一 其 它 同 焦 较 锥 曲线 作 切 线 PT, PT' .那么 AB, PG 平分 
ZLSPS' 它们 平分 二 7TP7 BB AB, PG 5 PT, PT' 调 和 分 陋 ， 
因而 关于 以 PT.PT' 为 切线 的 圆锥 曲线 是 共 辆 的 . … AB 对 于 这 
条 司 锥 井 线 的 极点 在 PG E. 


7， 将 圆锥 曲线 上 任意 一 点 与 这 巾 线 上 四 个 定点 相连 ,所 得 
线束 的 反 调和 比 是 常数 . {射影 ) 

或 者 ,考虑 将 准 线 看 成 模 轴 ,把 线束 的 顶点 移 到 5; 那么 根 
据 命 题 2, 这 个 线束 的 各 个 角 是 常数 ,等 于 从 S 到 各 定点 射线 东 
诸 角 的 一 半 . 

8， 作 出 了 转 锥 曲线 在 四 个 定点 的 切线 ,一 条 其 它 切线 与 它 
们 相交 于 四 点 , 那 必 这 共 线 四 点 的 反 调和 上 比 是 常数 ,{ 互 反 ) 

9. 如果 六 按 形 内 接手 一 条 国 锥 曲线 ,那么 它 的 三 双 对 边 灾 
点 在 一 直线 上 .{ 巴 斯 加 定理 ) 


利用 图 锥 面 射影 ,使 两 双 对 边 平 行 , 则 正 射 影 成 为 一 个 圆 . 
10， 如 采信 边 形 外 切 于 一 条 园 锥 曲线 ,那么 它 的 三 素 对 和 角 


Uo) 绕 交 于 一 点 .( 布 列 安 桑 定 理 ){ 互 反 ) 


1]. -AN Na 0) 对 于 一 点 (5) 的 配 极 图 形 是 一 条 周 
和 推 曲 线 , 它 的 一 个 右上 点 是 5, 对 应 准 线 是 O0 点 的 配 极 图 形 , 并 且 
离心 率 是 SO 与 辐 半 径 的 比 . 

12， 有 相同 枢 轴 的 圈 系 ,对 于 其 极限 点 的 配 权 图 形 是 一 个 


[208] FA RARA. 
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附录 BO 蝴蝶 问题 的 演变 


L:3F£8] X (Leon Bankoff) 


美国 4 数学 杂志 4 篇 着 按 :本 文通 过 实例 说 明 , 处 理 一 个 单独 
间 题 所 能 用 的 几何 技巧 ,是 那样 的 率 富 多 采 . 推 动作 者 查阅 大 重 
历史 资料 的 原因 ,是 由 于 中 国 福 建 省 福州 市 福建 师范 大 学 Kaidy 
Tan 提供 了 糊 蝶 问题 多 种 证 法 汇编 ,这 些 证 法 都 已 出 现在 印刷 
咒 中 ,本 文 介绍 其 中 许多 证 明 的 要 点 ,并 且 揭 示 它 们 的 历史 要 
源 . 


在 欧 氏 几何 园地 里 ,有 一 棵 生机 堵 勃 的 常理 树 ,叫做 蝴蝶 问 
题 .一 位 不 知名 的 诗人 数学 家 发 现 这 个 问题 的 图 形 像 屁 忠 的 翅 
膀 , 想 象 出 如 此 美妙 的 名 称 .这 个 名 称 首次 出 现 , 是 在 (美国 数学 
月 刊 #1944 年 2 月 号 [1] 发 表 的 问题 解答 中 作为 标题 .随后 这 各 
称 被 保持 下 来 ,并 且 或 许 在 某 种 程度 上 帮助 了 这 个 同 题 在 最 近 
的 流行 .我 对 蝴蝶 问题 的 喜爱 ,开始 于 三 十 年 前 《中 学 数理 》 
(School Science and Mathematics) 刊 物 中 的 一 个 征 解 问题 : 

AB (OY T ,P X GEAB 8j p ELE RS do TV 通过 点 P, RV 


Q iE. 原 载 美 国 (Mathemalics Magazine? ,第 60 3698 4 期 (1987 
Æ 10 H 2,88 195 一 210 页 .这 是 一 份 新 近 的 图 锥 曲线 几何 性 质 珍 贵 资料 ， 
” 现 将 它 译 出 , 附 于 中 译本 的 最 后 ,作为 对 原 书 内 容 的 补充 . 
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Lid 


XAPCTSSOM.ST X PB TERNI RIP EJUS LIESS MP ET 
PN. 

RERAMA T. TESE m m LEMEE B3 EDE rn ,居然 
出 现 意 外 的 对 称 , 深 深 地 吸引 了 我 , 翻 遍 我 的 丰富 藏书 ,在 1815 
年 的 先生 日 记 》(Gentlemam's Diary ,又 译 为 《男士 日 记 》}[2] 中 ， 
找到 这 道 题 的 两 种 解法 .这 是 一 种 英国 的 出 版 物 ,在 18 世纪 和 
19 世纪 对 于 数学 传播 发 挥 过 建设 性 作用 .我 停 喜 地 发 现 ,其 中 
一 位 和 解 管 者 是 霍 纳 ( 负 .CG .Homer, 以 寺 纳 法 著名 ), 他 对 这 个 间 
题 深 思 熟 虑 ,提出 了 一 种 和 解法 .我 把 他 的 结果 浓缩 后 ,连同 我 的 
一 起 寄 出 ,发 表 在 4 中 学 数理 ?杂志 上 [3] .在 与 我 的 良师益友 特 
里 格 (Charles W. Trigg) 讨 论 这 个 问题 时 ,我 很 幸运 ,得 到 了 更 多 
的 4 中 学 数理 ?参考 资料 .连同 前 面 提 到 的 4 美国 数学 月 刊 》 资 料 ， 
PUN I: 2588938 Johnson) ff] CUETGER EK JL fap) [ 4 ] B rR B9 — Ab. 
我 感到 惊奇 ,因为 从 这 些 来 源 中 ,找到 了 各 种 各 样 新 奇 巧妙 的 解 
法 一 一 有 利用 笛 沙 格 对 合 定理 的 ,有 利用 交 比 的 ,还 有 利用 梅 温 
劳 斯 定理 的 ,用 解析 几何 的 ,三 角 的 ,近代 欧 氏 几何 的 ,以 及 利用 
各 种 其 他 方式 的 ,这 些 都 将 在 下 文 详细 交待 ， 

在 此 ,我 愿 提供 贿 蝶 定理 的 一 些 不 同 处 理 模 式 的 样品 ,并 且 
追 漳 它 的 历史 足迹 ,介绍 它 的 推广 和 最 新 变化 .我 打算 详细 介绍 
RP (Léo Sauve) 对 这 问题 的 具有 广泛 影响 的 处 理 ,他 是 加 拿 大 
杂志 《数学 难题 3》(Crmx Mathematicorum ) 的 编辑 , 1976 年 他 在 这 
家 杂志 上 发 表 综述 文章 [5] 时 , 刊 各 叫做 《Eurekay ,我 的 调查 


T PRH: Eueka 意 为 “我 找到 了 ”, 是 一 句 科学 名 言 . 据 传 , 阿 基 
米 德 (公元 前 287 一 前 ?12 年) 奉命 为 贫 拉 古国 王 鉴定 ,一 顶 纯 金 王冠 有 没 
有 被 金 匠 在 制造 时 偷 金 换 银 , 阿 基 米 德 无 计 可 施 , 苦 问 中 ,去 公共 裕 室 洗 
R, 入 水 后 感受 浮力 作用 ,触发 灵机 ,想到 可 借助 浮力 ,利用 金 银 比 重 不 
[8], 在 保持 王冠 完整 的 前 提 下 , 测 出 王冠 的 售 金 量 , 阿 基 米 德 大 喜 , 顾 不 得 
穿 衣 ,赶紧 赤身 奔 回 家 中 准备 试验 ,一 路 口中 不 断 欢 呼 ;Burekal Eureka! 
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星 是 零星 的 ,但 都 是 1944 年 以 前 的 资料 ,当时 间 题 无 名 ,查找 难 
度 更 大 .我 不 去 尝试 更 加 系统 的 整理 ,宁愿 或 多 或 少 地 根据 发 现 
年 代 的 顺序 介绍 它们 .这 种 无 拘 无 束 .趣闻 逸事 的 处 理 方式 ,可 
使 读者 参与 我 的 行程 ,从 悠闲 的 好 奇 , 通 往 满 意 的 启示 . 

初等 几何 解法 

有 大 以 为 ,蝴蝶 问题 最 简单 的 解法 ,应 该 是 利用 中 学 几何 . 
确实 ,一 个 初学 欧 氏 几何 的 人 ,更 容易 接受 和 理解 初等 证 明 . 但 
是 后 面 将 会 看 到 , 射 裳 北 何 学 更 为 近代 的 技巧 ,提供 了 令 人 恰 快 
的 捷径 ,近代 欧 氏 几何 学 3 的 作者 约翰 迁 (Roger Johnson ) 说 ， 
“这 个 攻 似 简单 的 定理 出 奇 地 难 证 ." 仇 夫 斯 (Howard Eves) 在 他 
的 书 4 儿 何 学 基础 3[6] 中 对 以 上 观点 表示 赞同 , 写 道 ,“ 如 果 只 许 
利用 中 学 几何 ,这 个 问题 真 的 很 难 . “不管 你 是 否 同意 这 些 评价 
意见 ,看 来 ,为 了 教学 的 理由 ,最 好 是 从 欧 几 里 得 水 平 开始 

1. 《中 学 数理 ?1955 年 2 月 号 [3] 发 表 的 解法 (图 9B - D, 
首先 作 一 条 平行 于 AB WI REL, E LP, LN ,如 图 9B-1 
所 示 . 于 是 我 们 得 到 RP = PL, PRL = 人 人 RIP, 以 及 人 人 RPM = 
上 PN. 进而 ,在 圆 内 接 四 边 形 RLTS 中 ,人 LRS 与 人 LTS 互补 ， 
并 且 由 于 LRS , RLP 和 一 PPN 相等 ,所 以 PNTL 也 是 回 内 
接 四 边 形 , 因 此 , z PEN, PTN , VTS , Z VRS HL MRP 都 相 
等 ,并且 三 角形 MPR 和 PNL 全 等 ,因而 MP = PN .如 果 在 图 中 
WE. AR 小 于 弧 TB ,上述 证 法 仍 适 用 ,只 需 和 将 其 中 的 “相等 * 换 成 
“互补 ”. 顺便 说 一 句 , RT, Vs 与 直线 45 的 交点 到 PP 点 等 距离 . 

2. 《先生 日 记 》1815 年 第 39 页 有 两 种 解法 .解法 一 是 十 纳 
提出 的 ,如 图 9B -2 所 示 , 图 中 各 点 标注 的 字母 都 保持 他 原 解 
Ai t.i D AE 分 别 是 村 和 ON 的 中 点 .因为 iD 和 还 是 相 
似 三 角形 MLI 和 0IN 的 对 应 中 线 , 所 以 人 PDI 107 OEI 相等 . 
现在 DCIP 和 ICEQ 都 是 圆 内 接 四 边 形 , 因而 QE 等 于 
LICO, Z PDI FPC PT AZPO 与 人 IC0 相等 .由 此 得 
到 直角 三 角形 ICP 与 ICQ 28,00 IP=. 
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3. 《先生 日 记 》 的 第 二 种 解法 ,解答 者 是 泰勒 {Richard Tay- 
lor) ,如 图 9B — 3. 过 点 9,0,1 作 圆 ,与 原 图 相交 于 0 和 5S. 然 
后 延长 SO , 交 较 大 的 圆 于 D .因为 O10, 了 OSD PLZ OLD 相 
等 ,所 以 DL 平行 于 AB. 因为 人 0 等 于 人 5, 所 以 弧 NL = 
DF ,因而 NF 平行 于 DL MAB. BF I ENF 的 垂直 平分 线 上 ， 
得 到 IN = IF .再 利用 SNM = 人 SFM HL SIN = ZMIE ,知道 
三 角形 SNI AMF 全 等 ,由 此 得 IS = JM .最 后 ,在 全 等 三 角形 
ISQ 和 PM P, QI = 下 ,所 以 QA = PB. AP = BQ .这 种 解法 也 
适用 于 P 和 8 落 在 贺 外 的 情形 . 在 后 面 这 种 情形 下 的 证 明 见 
《教育 时 代 3FEducational Times) ,问题 1549[7] 和 [8]. 

4. 蝴蝶 间 题 的 一 种 早期 解法 ,见于 另 一 本 罕有 的 书 :《 儿 何 问 
题 }》, 作 者 是 布 兰 德 (Miles Bland) [9]. fEÉE] OB -4 rB, C 是 AB 的 中 
点 ,1 ,HH 分别 是 GD, FE 与 AB 的 交点 . 作 KHL 平行 于 PG, 交 DF 
于 大, 交 CE( 延 长 线 ) 于 上 .因为 HIE , ZCC 和 人 HFK 相等 ,所 
以 三 角形 LEH 和 HKF 对 应 角 相 等 ,因而 霸 = HE. gp 
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HE-HF = LH: HK = AH: HB 
- (AC + CH) (CAC - CH). 


图 98 -4 


类 似 地 ,三 角形 CD 和 CHK 对 应 角 也 相等 ,三 角形 CHL 和 


CIG 同 祥 如 此 ,所 以 


KH DI 1H Gl 
HC ^ IC? HC ^ IC 


因而 
KH -LH Dl'iIc 
HC! ^ IC? ^ 
但 是 KH-LH = AC? ~ HC^,DI- IC = AC! — iC? FREI 


2 2 
PEE G, 因而 HC = IC. 


ES 3: id EC c mAh, Ai W. E. Buker) 4:38 E [MEE R 
解法 , 见 《 美 国 数学 月 刊 ?1944 年 2 H [1], IRIS ES71 解法 2; 


5. D AW i Joseph Rosenbaum) BRE C9 EE] 9B - 5), 和 上 上 
面 例 4 中 布 克 的 和 解 发 表 在 $4 美国 数学 月 刊 》 的 间 一 期 ,他 将 DF 
对 于 通过 点 的 直 和 从 进行 反射 ,得 到 Dr ,因而 0,6,C. 后 共 
ALEP C, H RE CE. DF 与 48 RISE. P REBELDE UEBER] [FH T 
"X f, 9,250893 [4], 58 11—15 页 ,这 是 一 个 有 用 而 精致 的 
概念 ,不 过 可 能 难以 理解 .为 简单 起 见 ,我 把 他 的 解答 意译 出 来 ， 
使 得 每 个 熟悉 欧 几 里 得 《几何 原本 ?前 三 卷 的 人 都 容易 看 懂 . 

利用 对 顶 角 和 对 称 性 .知道 二 5EO08 , Z FOA Tz BOF' + 
等 . 易 知 ECF' , Z EFF' OZ EOB 相等 ;所 以 

ZECF' = ZL BOF'( = /OOF). 
由 此 推出 0, 6, C, ERA, Amor G, Z0CG, Z DCE, 
LDFO 和 一 DFI' 相 等 .所 以 G XE D'F' E,Bp 6 EHKKRS 
像 . 

6. gris t {Manis Charosh}[11]j 提 出 一 种 有 趣 的 处 理 方 
法 ,立足 于 一 种 较为 近代 的 观念 ,涉及 根 轴 . 如 图 9B - 6, 其 中 各 
字母 含义 观 图 自明 , 先 [在 AB 上 ] 确 定 C' ,使 MC' = WMD, 然后 
证 明 PS 通过 C', 于 是 C 5CURBS. Sgt. MT = HR ,HU = 
MQ. 那 么 利用 全 等 三 角形 TUM 和 MOR ,知道 相似 三 角形 
C'UM TII DOM 也 是 全 等 的 [这 里 C RE UT S AB 的 交点 ], 因 而 
MC' = MD. ARLS, Z0 BLZ U 相等 ,所 以 PUST 是 圆 内 接 四 
边 形 ,其 外 接 图 设 为 0' .在 已 知 圆 (0) 中 ,点 ALRLBLQ 3EBI, 
所 以 4 ,及 ,有 ,0 的 对 称 点 8 ,7 ,4 ,已 共 圆 . 设 此 圆 为 0" .现在 ， 


最 后 ,因为 AB 与 VT THOSE T C' ,所 以 PS 通过 C'[ 因 而 与 C 
重合 ]. 因 而 CW = Mb. 

查 洗 十 还 有 一 个 类 似 的 解法 ,也 涉及 三 个 根 轴 的 交点 ,发 表 
在 [12] 中 . 

倘若 将 这 许多 形形色色 的 欧 几 里 得 证 法 统统 走 遍 , 驴 怕 会 
元 长 乏味 ,徒劳 无 功 . 只 需 再 举 一 例 .就 足以 说 明 在 文 示 所 附 参 
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考 资 料 中 反复 遇见 的 解法 基本 原理 . 

7. 长 尔 伯 格 (Eilberg) 发表 在 4 中 学 数理 ?》1955 年 1 月 号 
[13] 中 的 解 ,一 开始 先 作 弦 TY RET T AB CE 9B - 7). PYR 
{等 于 PYT 与 人 TYR ÉRI AV + BT + TR 的 一 半 来 度 
量 , PMR 也 用 同样 的 强 组 合 度量 ,所 以 人 PMR 与 人 PYR + 
等 ,因而 四 边 形 MPRY AITE. 故 得 人 NTP = 人 MRP = 
Z MYP. AMZA PYM 与 PTH 全 等 ,理由 起 ASA ,因为 PY = 
PT ,APY = Z NPT. TISE] PM 和 PN 相等 . 

一 个 人 在 寻找 蝴蝶 间 题 新 解法 时 ,很 可 能 会 重演 上 述 基 本 
程式 :将 原 图 中 的 某 个 元 素 进行 反射 ,得 到 一 个 有 用 的 圆 内 接 四 
边 形 ,最 后 得 到 两 个 全 等 三 角形 ,在 它们 的 边 里 含有 需要 证 明 相 
等 的 线段 .包含 从 这 基本 模式 导出 的 类 似 解 管 过 程 的 资料 , 见 
[14],[15] ,E16],[17],[18},[19] 和 [20]. 

蝴蝶 问题 的 一 些 有 趣 变 化 ,可 在 下 列 常见 资料 中 找到 :[5]， 
[21],[22},[23],[24],[25] 和 [26]. 


H 9B-7 
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三 角 解 法 

米 勒 (Miller} 的 《学 院 几何 》[27] 中 所 用 的 处 理 方法 ,组 合 应 
用 三 角 学 和 交 比 ,又 称 非 调 和 比 或 二 重 比 . 如 图 9B -8, 交 比 定 
义 为 


但 是 
PM — PM MR sin PAM , sinz RAM 


MR ^ AM ^ AM 7 sinZ MPA ™ sin MRA 
对 于 入 ,得 到 类 似 的 商 ,因而 [代入 交 比 定义 式 ,得 到 ; 


_ sinz PAB sin PAQ 
(PRMQ) = S FBAD > sin OAD 


同 理 可 得 


_ sin PCB | sin PCO 
(PMSQ) = inZ BCD * sinZ OCD 


ER ARIE 85 18908] f H8 3 CPRMQO = CPMSQO ,因而 


PM , OR _ PS QM 
MR PQT SM PQ’ 
由 于 PM = MQ ,推出 RQ- MS = PS- RM ,后 者 可 化 为 
RM ` MS + MỌ - MS = PM * RM + MS - RM, 
B) MQ* MS = PH RM .因为 MO = PH ,所 以 MG = RM. 
这 个 解法 也 出 现在 琼斯 (Dixon Jones) 的 文章 4 二 重 蝴蝶 定 
理光 [25] 中 ,中 
解析 几何 解法 
一 种 漫不经心 使 用 笛 卡 儿 威 力 强大 的 解析 几何 的 方式 ,是 
选取 直角 坐标 系 ,使 圆 的 第 一 条 藤 在 x 轴 上 ,通过 此 弦 中 点 的 
直径 在 y WE. 有 人 可 能 会 写 出 国 的 方程 ,然后 求 出 过 原点 的 
SEE TRI AES; [BB Se. 再 利用 交点 连 线 的 方程 , 求 出 连 线 与 x 轴 
的 交点 ,在 一 番 略 显 困 难 的 巧妙 处 理 之 后 ,证 出 所 得 x 轴 上 两 
个 交点 到 原点 等 距离 .( 这 是 一 种 麻烦 办 法 ,只 推荐 给 具 存 自我 
虚 待 倾 向 的 数学 家 . ) 


中 评 者 注 : 蝴 棕 和 问题 的 三 角 证 法 也 可 以 不 用 交 堵 的 概念 和 性 质 , 而 
只 需 简单 地 利用 正弦 定理 . 画 周 角 、 对 顶 角 和 相交 弦 定 理 ,网 蒋 声 ,初中 
几何 妙 题 巧 解 3 ,上海 科技 教育 出 版 社 1989 年 10 月 第 一 版 ,第 150 页 . 
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有 一 种 合理 应 用 解析 几何 的 方法 ,见于 萨 蒂 亚 纳 拉 亚 纳 
{K .Satyanarayana) 的 交 章 4 蝴蝶 问题 的 一 种 简单 证 法 》[28]. 这 
位 作者 选取 的 坐标 系 仍 如 上 述 ,但 是 引进 了 退化 贺 锥 其 线 概念 ， 
不 但 证 明了 经 典 的 关于 图 的 蝴蝶 定理 ,而 且 证 明了 对 于 常态 圆 
锥 曲线 的 推广 定理 ,他 的 工作 发 表 在 《数学 难题 》 土 ,简明 而 严 
EAREN, 全文 转载 如 下 (承蒙 编辑 索 韦 慷慨 同意 ). (如 图 
9B-9 和 9B-9a.) 


BH] 9B - 9a 


“蝴蝶 问题 ”通过 圆 的 弦 AB orb A M 作 另 外 两 条 弦 CD 
和 EF ,再 作 ED 和 CF ,分 别 交 AB FP 和 9. 证 明 PM = MQ. 

证 明 EOD. 是 已 知 圆 .我 们 引进 直角 坐标 系 ,使 原点 为 
M ,x TOS AB ,7 Sh MO ,其 中 0(0,d) 是 圆心 , 设 图 半径 为 7， 
则 其 方程 为 

Ya a+(y- dP-ri=0. 

直线 CD 和 EF 通过 原点 ,它们 组 成 一 条 退化 圆锥 曲线 厂 ,, 其 方 
程 形 如 


. $a = ax? + 2hxy + by? = Q0. 
现在 对 于 任意 k,l, 
M Lk >1 + {>2 =0 
表示 一 条 圆锥 曲线 丫 , 它 通过 六 和 r AZA, A C, D, 
五 , 捕 ; 并 且 每 条 通过 C ,D,E,F 的 圆锥 曲线 都 能 表示 成 这 种 形 
式 . 
设 圆 锥 曲线 二 =0 交 AB 于 FF 和 下. AB 的 方程 是 y = 0, 并 
且 
2x, 0) = x? + dir,  YX34(x,0) = ax. 
所 以 V AF KREET, 0) =0 的 根 , 即 下 述 方程 的 
根 : 
k(x? + d? — r?) + lax? = 0. 

因为 这 个 方程 不 含 一 次 项 ,其 两 根 之 和 为 0, 所 以 和 + MW - 0, 
因而 VM = MW. (D 
(1) 式 对 所 有 通过 C.D.E, F 的 圆锥 曲线 者 成立, 而 一 对 直线 
ED.CF 是 这 样 一 条 圆锥 曲线 ,所 以 从 (1) 式 推出 PM = Mo. O 

一 对 直线 CE, DF WARR C, D. E, F AY EHE H 
线 .如 果 这 两 条 直线 交 AB CT P'dnQ' ,如 图 9B -9 所 示 , 那 么 从 
(1) 式 也 推出 PM = MQ. 

üt Pi 不 是 圆 ,而 是 换 成 一 条 任意 的 常态 圆锥 曲线 ,其 方程 
为 

Èi = Ax? + 2Hxy + By? +2Gr € 2Fv € € - 0. 
其 余 记号 同上 ,我们 有 
X(x,0) = k( Ax? + 2Gx + C) + lax’. 

设 4 和 B 的 坐标 分 别 是 (~ a,0) 和 (a,0), 那 么 1( -a,0)= 
25,(2,0) = 0 蕴涵 着 C =0; 所 以 方程 >(x,0) = 0 不合 一 次 项 ， 
证 明 的 剩余 部 分 同上 .于 是 我 们 证 明了 : 


广义 蝴蝶 问题 ”通过 常态 圆锥 曲线 D. 的 弦 AB 的 中 点 型 
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作 另 外 两 条 荡 CD 和 EF. 过 C,D,E5,F 作 一 条 圆锥 曲线 厂 , 交 
AB T V $0 W.uEBH VM = MW." 

这 个 问题 的 图 形 如 图 9B - 9a .一 种 利用 射影 几何 的 证 法 可 
在 仇 夫 斯 [38] 的 第 6 章 中 找到 

利用 截 线 理论 的 解法 

1919 年 ,《 中 学 数理 》 发 表 了 一 种 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 解法 


M 


图 9B-10 


[29]. 如 图 9B - 10, 考 虑 三 角形 HMK ,被 直线 FG TR DE 所 截 . 
从 关系 式 
CH GK FM CH DK EM 


CK GM FH^' CK DM EH ^l" 
我 们 得 到 
CH? - GK - DK - FM - EM 
CK? - FH - EH - GM - DM 
但 是 FM- EM = GM- DM ,所 以 
CH? _ FH: EH  AH- BH 
CK? GK- DK — AK - BK 
.(AC + CH)(AC - CH) AC - CH? 
Z (AC + CK)(AC - CK) ^ AC - CK? 
zl, 
由 此 易 得 CH CK. 
这 个 解法 与 1907 年 发 表 在 法 文 《 几 何 练习 》[30] 中 的 相同 . 
利用 笛 沙 格 对 合 定理 的 解法 
利用 对 合 解 蝴蝶 问题 ,是 射影 几何 的 有 效 性 和 简洁 性 的 一 
个 极 好 的 例子 .我 们 知道 ,对 合 是 一 种 射影 ,其 周期 汶 2, 就 是 使 
点 成 对 互 换 . 箔 沙 格 发 现 了 一 个 关于 对 合 的 重要 定理 ,说 的 是 ， 
任 一 条 直线 (不 是 切线 ) 与 一 条 图 锥 曲线 及 其 内 接 四 这 形 的 对 这 
相交 所 得 各 个 点 对 在 同一 对 会 中 ,特别 地 ,对 于 一 个 圆 内 接 四 边 
形 ,[ 把 它 春 成 完全 四 角形 , ] 一 条 直线 与 这 完全 四 角形 三 双 对 边 
的 交点 ,以 及 与 外 接 圆 的 交点 ,是 同一 对 合 中 的 四 个 点 对 . (关于 
笛 沙 格 的 圆锥 曲线 对 合 定 理 的 讨论 和 证 明 , 可 参考 编号 为 [38] 
至 [47] 的 任 一 资料 . ) 
《中 学 数理 》1919 年 3 月 导 [29] 发 表 了 下 面 的 解法 ,解答 者 
是 加 拿 大 蒙特 利 尔 的 菲 洛 马 斯 (Philomathe): 
AB 是 已 知 圆 中 的 弦 , 被 C 点 平分 . DE 和 FG 是 任意 两 条 
HF C 8932; FE XAB 于 H, DG SE AB FK. WA CH = CK 
(图 9B - 10). 
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考虑 圆 内 接 四 边 形 FDGE 和 它 的 对 角 线 FG , DE. RES? 
格 对 合 定理 ,我 们 有 
AH - AK BH. BK 
AC- AC ^ BE. BC 


所 以 AH*AK = BH* BK, BD 


AH _ BH AH+ BH 
BK 7 AK 7 BK « AK 


由 此 得 AH = BK, 因 而 CH = CK. 
在 [30] 中 提出 一 种 几乎 完全 相同 的 解法 .我 们 的 有 关 概 念 ， 
如 对 全 . 交 比 不 变 ,极点 和 极 线 , 互 反 性 ,透视 ,以 及 无 数 的 推论 ， 
都 可 追 斋 到 稍 沙 格 . 有 理由 认为 ,我 们 的 蝴蝶 问题 最 新 版 本 ,是 
稍 沙 格 关于 圆锥 曲线 的 工作 的 拓 广 ,而 不 是 来 自 其 他 途径 .按照 
库 里 奇 {Coolidge)[31] , 那 本 书 里 甚至 更 确认 笛 沙 格 的 许 案 观 念 
应 该 归功 于 帕 普 斯 (Pappus)[32]. 我 的 一 位 杰出 同事 评论 说 , 蝴 
贬 定 理 的 证 胎 开始 于 帕 普 斯 ,然后 成 为 君 毛虫, 以 蜗牛 速度 缓慢 
修行 ,直到 幼虫 入 壳 于 17 世纪 笛 沙 格 时 代 . 继 而 肾 在 茧 中 静 眠 ， 
两 个 世纪 以 后 ,由 于 沙 勒 (Chasles) 和 另外 一 些 射 影 几 何 学 家 , 才 
Ka y eie. 
射影 几何 方法 卓有成效 的 另 一 个 戏剧 性 的 例子 ,将 在 下 一 
节 中 介绍 . 
利用 交 比 的 解法 
凯 西 (John Casey) 的 《 攀 风 里 得 续集 》[33] 包 含 贿 昱 问题 的 
一 种 优美 处 理 如 下 . 
通过 辕 的 世 AB 的 中 点 日 作 另 外 两 条 弦 CE 和 DF, 直线 
' ED 和 CF 连结 它们 的 端点 , 交 AB EG fo H,8RZ. OG = OH. 
BE ”线束 [的 交 比 ](E"4DCB) = (F* ADCB). UES] A, 
G,0,B 的 交 比 等 于 点 列 4,0, 瑟 ,B 的 交 比 .又 因为 AO = OB, 
所 以 OG = OH. 
以 上 解法 是 凯 西 的 表达 方式 . 如果 采 用 更 熟悉 的 记号 ,线束 
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=l. 


的 顶点 应 该 写 在 括号 的 外 面 . 

在 上 文中 已 经 明白 了 交 比 的 原理 ,所 以 现在 应 用 它们 时 无 
需 推导 ,正如 每 次 在 解 晤 中 出 吏 勾 股 定理 时 不 必 重 复 证 朋 一 样 . 
因 南 我 们 有 了 一 条 关于 交 比 的 现成 捷径 ,可 供 多 次 应 用 . 

一 个 值得 注意 的 定理 

约翰 撑 的 书 $ 近 代 欧 氏 几 何 学 》[4j 中 的 一 个 足 注 ,使 人 人们 注 
意 到 坊 近 {A，Kandy} 发 表 在 1896 年 4 数学 纪要 } 中 的 一 篇 重要 
论文 1341. 由 于 原始 论文 比较 难 懂 , 这 里 将 其 中 有 关 我 们 的 蝴蝶 
问题 主题 的 材料 改 述 成 容易 理解 的 形式 . 


在 圆 的 纺 48 E[ERC— A O zb O TESE CD MEF. 32 CFA 
ED ^r5j2: AB F G MHE 9B - 11). 


设 A142, 43, A4 分 别 表 示 三 角形 CGO, EOH, COF 和 
ODH 的 面积 ， 
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Xit OB-2m,0A-2n,OH-p,0G-4,0E£ =a, 0F 5 b, 
OC -c,0D-d,CC -x,GF - y, EH - v, HD =z. 


Ai ex As by 
Ar a’ A, dz’ 


Ai eg As bg 
Aa 7 dp'. A2” ap` 
由 此 得 
AiÁs _ beg? — bexy 
A244 一 adp? T advz 
因而 


gi_xy_ AG:GB (n-p)(msq) 
p^ w AH'HB (n«p)m-q) 


Qmn-qí(m-n)-q 
"mn - p(m-n)- p* 


由 此 得 
mn(p - 9g)= pg( m- n), (1) 
所 以 
mn o — gm -mn 
PR o p-4' 
上 式 可 改写 成 


(2) 


q 

因此 ,[ 直 线 AB ] 夹 在 圆 内 和 来 在 两 弦 之 间 [ 被 0 点 分 成 ] 的 线 
段 乘 积 ,与 它们 的 车 (或 和 ) 成 比例 . 

蝴蝶 定理 是 上 述 美 她 一 般 结 果 的 一 个 简单 推论 ,因为 在 才 
过 定理 的 命题 中 ,点 0 可 以 取 为 48B 的 中 点 ,这 时 mm -n=0, 从 
(D 式 得 mn(p -9) =0. 于 是 从 ma 90,18 p =q. 

攻 迪 的 论文 还 讨论 了 另外 一 些 与 本 文 无 关 的 情形 . 这 里 写 
出 的 对 于 经 典 蝴 蝶 问 题 特殊 情形 的 解 ,在 [35] 中 再 次 露面 ,并 和 
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ESREEAGEK 


被 |5] 转 载 . 

几 避 ) 式 表达 的 结果 ,对 于 解 “ 三 翅 糊 蝶 问 题 " 特 别 有 用 , 这 
个 问题 是 卢 蕊 (R.S.Luthar) 在 美国 《数学 杂志 》1984 年 3 月 号 提 
出 的 .在 1985 年 3 月 号 中 发 表 了 两 种 解法 [36]. 道 (Jordi Dou? 
的 解 沿用 凯 西 欧 儿 里 得 续集 》 的 交 比 方法 {如 前 所 述 ), 第 二 种 
PIE es ELLE. BR C Tiberio) h9, AAT S (Hanka A, RA 
洪 斯 伯 格 (Honsberger) 的 文章 [ 14] 89— 86.2 . 6 e EE $e 11] 
下 一 区 的 话题 . 卢 瑟 提出 的 问题 如 下 : 


HB 9B -12 


RA OO 853R AB 在 点 C 和 也 三 等 分 . 设 已 是 图 上 不 同 于 4 
和 如 的 人 尾 一 点 .延长 直线 PD 和 PC ,分 别 交 国 于 已 和 严 . 延 长 直 
A EC 和 FD ,分 别 交 图 于 G 和 日 . 设 GF de HE 分 别 交 48B TL 
和 前 .证 明 AL = BM( 图 9B — 12). 


利用 坎 迪 定理 证 明 中 的 记号 和 关系 ,我 们 设 AC = n=1， 
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CB =m =2,CD =p =1, 那 么 LC = 9 = 学 .对 于 折 四 边 形 PFHE 


如 法 炮制 ,得 到 DM = £, 又 因为 AC = DB ,所 以 AL = MB. 


哈 鲁 基 引 理 

哈 鲁 基 引 理 见 [14] ,内 容 为 : 设 AB 和 FD 是 加 中 不 相交 的 
RE AE A 各 为 端点 上 且 不 会 下 和 DD £UKAB 上 有 一 动 点 记 ， 
那么 对 于 PP 的 每 个 位 置 , 直 线 PF 和 PD RAB 所 得 三 条 线段 的 


长 度 xy n ERE 常数 (图 9B - 13). 


图 9B- 13 


哈 鲁 基 的 证 明 简 洁 明快 . 另 一 种 证 法 利用 交 比 ,更 为 简单 . 
设 AB = m, {F PA HI PB. AB SE PF FF, Z PD 于 D'. 因 为 
3i P AREMA 移动 时 (用 P' 表示 动 点 ), LAPF, Z FPD, 
LDPR 的 大 小 不 变 , 所 以 线束 P{A4FDB ) 的 交 比 是 常数 . 因而， 
对 应 的 交 比 P(AF'D'B), 即 P' (CAF'D'B), 也 保持 常数 .这样 我 
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由 此 可 见 , 喻 鲁 基 引 理 实际 上 相当 于 沙 勒 定理 ; 若 4, B, 
C,D 为 加 锥 曲线 上 四 个 定点 ,PP 是 这 和 计 图 锥 曲线 上 的 动 点 , 那 
么 交 比 PLABCD) 与 P 点 在 曲线 上 的 位 置 无 关 ,( 风 [371.】 


沙 勒 定理 或 喻 鲁 基 引 理 对 蝴蝶 问题 的 应 用 ,是 不 言 而 喻 的 . 
在 [36] 中 ,“ 三 秘 贿 蝶 问 题 "解答 后 面 ,这 有 一 些 特别 有 价值 的 编 
者 评论 . 

我 们 非常 高 兴 , 因 为 蝴蝶 问题 与 以 下 各 和 位 著名 人 物 有 关 , 按 
照 时 光 倒 流 方式 排列 ,和 他们 是 : 

(a) 19 HRERS JILT ENA A: E, EH Camo), 
SJUr&i (Poncelet), AKAI Gerganne ) ,斯 陶 特 {Von Staudt) ,斯 坦 
H Steiner) , 蒙 日 (Monge) 等 . 

(p? Hi. 

(c) 帕 普 斯 . 

(d) 欧 凡 里 得 ,在 他 的 失传 著作 中 讲 到 交 比 的 性 质 , 对 此 事 
沙 勒 有 过 记载 . 


我 要 感谢 匹 多 (Dan Pedoe) ,为 了 我 们 关于 对 合 的 谈话 ;感谢 
索 韦 ,他 送 给 我 一 份 1907 年 版 法 文 4 几 何 练习 } 的 拷贝 ;感谢 克拉 
t 4: (Murray Klamkin) ,他 将 我 带 进 数学 的 主流 ; 感谢 特 里 格 
(Charles W. Trigg ) 和 龙 隆 {Solomon W. Golomb) ,为 了 我 们 的 长 期 
EARTH PR] f zs EE RRE KE, 193 cb. Ido A e un 
[由 于 科 学 发 现 极度 兴奋 而 忘记 穿 衣 跑 出 浴室 的 ] 祥 奔 者 .我 要 多 
谢 美 国 4 数学 杂志 》 的 各 誉 编辑 沙特 施 奈 德 (Doris Schattschnei- 
der) ,为 了 她 的 耐心 和 她 的 有 价值 的 评论 ;还 为 了 她 精心 选择 一 位 
目光 敏锐 的 审 稿 人 ,帮助 本 文 去 掉 了 若干 粗糙 斑点 
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附录 C 圆锥 曲线 小 史 


A 尚 Rm 


人 民 教 育 出 版 社 出 版 的 《平面 解析 几何 ?3| 言 上 说 :解析 几 
何 产生 在 17 世纪 初期 .由 于 当时 生产 的 发 展 ,各 种 科学 和 生产 
技术 都 有 了 很 大 进步 ,这 就 迫切 需要 解决 随 着 发 生 的 许多 数学 
上 的 问题 .………， 因而 有 关 图 锥 曲线 的 计算 就 成 为 迫切 需要 .解析 
几何 就 是 由 于 这 种 需要 而 产生 的 ”. 本 文 就 圆锥 曲线 发 展 的 历 
史 , 络 作 介 绍 .不 足 之 处 在 所 难免 , 尚 希 读者 指正 ， 

(—) 圆锥 曲线 研究 的 起 源 

圆 惟 曲线 的 研究 ,起 源 于 希腊 . 它 与 几何 三 大 问题 中 的 二 倍 
xr JR BUR XU. 

JUfg — petes a fem ,研究 者 很 多 , 曾 研究 过 二 倍 立方 
问题 的 项 腊 学 者 计 有 : 阿 契 塔 {Arehytas, 约 公元 前 428—347) , 
柏拉图 (Plate , 约 公 元 前 427—347) (E aM Eudoxus, 约 公元 
前 408—355) RE E 3 IHE ( Meneachmus , 芍 公 元 前 375—325) 
L3 134-7 25€ 3:81 TE, TARSAR RRE i 
的 启发 ;他 的 解法 也 可 能 是 希腊 学 者 研究 的 总 汇 . 取 三 个 正 图 
锥 ,一 为 直角 ,一 为 锐角 , 另 一 个 是 钝 角 的 ,各 作 一 平面 垂直 于 一 
条 母线 ,并 与 圆锥 相 截 ; 称 截 线 为 "直角 圆锥 截 线 " “锐角 圆锥 截 


中 评 者 注 ; 原 载 4 数学 通报 ?1964 年 第 2 期 . 
— 2 = 


Bii bL HERE 


2X7 “ 钝 角 圆 维 藏 线 ";( 即 今 之 抛物 线 .椭圆 .一 支 等 轴 冯 曲线 ) 
这 是 最 早 对 圆锥 曲线 的 定名 .他 用 两 条 抛物 线 的 交点 或 一 地 物 
线 与 一 双 曲 线 的 交点 解 次 二 倍 立 方 问题 . 

蒙 爱 局 玛 斯 的 著作 早已 散失 ,他 的 大 部 分 发 明 是 推测 出 来 
的 .根据 德国 党 者 布 菜 邯 纳 德 ( Bretschneiter，1808 一 1878) 考 证 ， 
认为 推出 “直角 圆锥 截 线 “5 抛物线 ) 方 法 如 下 ( : 


图 9C-1 


设 直角 三 角形 84C (图 1) 为 直角 圆锥 轴 截 面 ,截面 DEF 3E 
直 于 母线 4C , 交 轴 截面 于 DE .在 DE 上 任 取 一 点 ,过 J 作 正 
断面 HKG ,与 DEF ZTF JK Me DL// HG ,LM .1D; 于 是 得 

JK? = HI GI = LD* JG = JD: DM. 
Wx-JD, y=JK, p- DM, h Exe 
y! s px. 

Ti SCREEN OB 1A A Ba P , 钝 角 回 锥 同样 地 也 可 推 得 “锐角 贺 
锥 截 线 "和 “ 印 角 圆锥 截 线 ”. 

可 见 , 所 谓 " 蒙 爱 身 玛 斯 三 曲线 "一 一 圆锥 曲线 一 -起 源 于 
公元 前 4 世纪 ， 

(=) 圆锥 曲线 研究 在 希腊 的 发 展 

蒙 爱 启 玛 斯 之 后 不 久 , 希 腊 学 者 阿利 斯 塔 与 (Aristoeos) 著 
有 # 论 空间 轨迹 3 一 书 ,这 书 早已 失传 ;根据 凰 普 斯 (Pappus， 的 
340 一 ?) 记 载 ,知道 这 是 一 部 有 关 圆 锥 曲线 的 论著 中 -， 
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公元 前 3 世纪 ,希腊 三 大 学 者 欧 几 里 得 (Euelid) . 阿 基 米 德 
(Archimedes ,公元 前 287 一 212)、 阿 波 罗 尼 (Apolonius ， 约 公元 
前 260 一 -170) 于 前 人 的 基础 上 进一步 发 展 了 圆锥 曲线 的 理论 ， 

欧 儿 里 得 著述 很 多 , 除 《 几 何 原本 》 外 ,其 他 如 《4 辆 锥 曲线 论 》 
4 卷 ,《 不 定 设 题 论 )3 卷 ,《 曲 面 轨迹 》2 EBERT I. CH dE dh 
线 论 ? 大 部 分 资料 可 能 被 阿波 罗 尼 纳入 自己 的 《圆锥 曲线 》 一 书 
里 了 .后 两 部 著作 讨论 了 很 多 轨迹 问题 ;与 现代 不 同 处 ,只 是 缺 
少 字母 符号 及 代数 运算 过 程 .法 国学 者 沙 尔 (Chales ，1793 一 
1880) 曾 说 :这些 著 作 的 过 失 , 对 于 解析 几何 的 发 展 确 是 一 件 城 
gg tsi 

阿 基 米 德 著述 很 多 ,对 圆锥 曲线 的 贡献 也 大 ,如 他 是 计算 抛 
物 线 弓 形 面 积 的 第 一 个 成 功 者 ,椭圆 作 图 所 用 的 辅助 圆 ,圆锥 曲 
线 的 直径 等 也 都 是 他 的 发 明 避 1. 

阿波 罗 尼 的 《圆锥 曲线 》 共 8 卷 , 末 着 遗失 . 卷 1 论 三 种 曲线 
的 产生 , 卷 2 论 新 近 线 . 轴 及 直径 , 卷 3 论 三 种 曲线 的 轨迹 问题 ， 
卷 4 论 直线 的 调和 分 割 ,两 曲线 不 多 于 四 个 交点 ,两 曲线 的 位 置 
关系 , 卷 5 论 极 大 与 极 小 问题 , 卷 6 论 相似 辆 锥 曲线 , 卷 7 论 共 
HEAT, 1$ 8 可 能 是 继续 论述 共 罗 直径 . 

阿波 均 尼 处 理 圆锥 曲线 的 方法 与 前 人 不 同 , 不 用 三 个 圆锥 ， 
是 用 一 个 贺 锥 ,只 要 改变 截面 的 位 置 就 产生 三 种 曲线 ( 欧 几 里 
得 . 阿 基 米 德 可 能 都 知道 ) ,也 注意 到 截面 垂直 于 轴 时 是 一 圆 . 他 
最 先 发 现 双 曲 线 是 有 心 曲线 ,并 有 两 个 分 支 ; 对 贺 锥 曲线 的 叙述 
很 接近 近代 方式 .例如 (以 顶点 为 原点 , 轴 为 横 轴 的 扼 物 线 ) 任 一 
点 横 坐 标 与 通 径 组 成 的 矩形 等 于 与 之 对 应 的 纵 坐 标 组 成 的 正方 
形 .( 坟 一 顶点 为 原点 ,长 轴 为 横 轴 的 桶 贺 或 双 曲 线 ) 任 一 点 织 坐 
标 组 成 的 正方 形 小 于 或 大 于 与 之 对 应 的 横 坐 标 及 通 径 组 成 的 窟 
形 .表示 为 现代 形式 , 即 v? = px, y? « px, y?» px. Tide fib fi is 


名 ,圆锥 曲线 方程 应 该 是 y^ = px (抛物 线 ),y? = px - fs 
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圆 )，y* = px + 2x2( 双 曲线 )( 其 中 p 为 通 径 , d 为 与 之 对 应 的 
直径 ). 可 以 认为 在 阿波 罗 尼 时 代 已 经 有 了 文 词 叙述 的 同 徙 曲线 
方程 . 

欧 几 里 得 以 前 ,仍然 称 圆锥 曲线 为 "直角 圆锥 截 线 ”" “锐角 
区 锥 截 线 " “ 钝 角 圆 锥 截 线 ” .阿波 罗 尼 发 现 这 三 种 曲线 可 以 得 
自 一 个 贺 锥 后 ,旧名 称 显然 不 适用 了 .由 于 2=me，y2<pr，y2> 
px 及 希腊 几何 术语 , 便 称 抛物 线 .本 圆 . 双 曲 线 分 别 为 “rapapoly 
GE HIS)" | "euet AFR" Corpa CH 400 2" 3 CBE DR 
^r A5 3E i6 T- BST URP? JE. REES). 当 希 腊 学 术 
传 入 欧洲 时 ,这 些 名 称 便 译 为 拉丁 文 之 “Parahola" , "Ellipse" , 
“Hyperhola . 17,18 世纪 西 算 输入 我 国 ,最 初 象 形 地 称 抛物 线 、 
RA KARA EZE” “椭圆 形 ”"、“ 陶 丘 形 "I 引 , 后 来 才 改 为 今 
ZA. 

阿波 罗 尼 以 后 ,希腊 对 圆锥 曲线 的 贡献 显得 不 多 ;4 世纪 ， 
由 于 柏 普 斯 的 贡献 ,希腊 几何 又 兴盛 起 来 . 帕 普 斯 是 当时 著名 几 
何 学 家 ,很 多 著作 都 失传 了 ,只 流传 下 来 他 的 《数学 论 从 》 后 6 卷 
(这 书 共 8 卷 ,前 2 卷 已 散失 ). 

由 数学 论 从 》 可 以 看 出 他 对 圆锥 曲线 有 很 多 贡献 ;例如 卷 
8 证 明了 五 点 可 确定 一 条 圆锥 曲线 , 卷 了 7 证 明了 圆锥 曲线 的 焦 
A-R- 离心 率 性 质 . 今 将 他 证 明 抛 物 线性 质 介 绍 如 下 : 

过 定点 C{ 图 2) 向 定 直 线 AB 51ER CF ,在 抛物 线 上 任 取 
一 点 也, 连结 DC,TE DE | AB, DG | CF. 

WIPE = LED e - 1 , 则 有 

DE? = De’. 
HAREM: DE? = GD? + GC?, XIN DE = GF = GH + HF, 
GC = CH - HG, PER: (GH + HF Y = DG? + (CH - HGY, ¥ H 
后 即 
DG? = HG-(2HC). 
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图 9C-2 


表示 以 现代 符号 , 即 

y?- pP y 2 DG, x=HG, p -2HC). 
3 ed, 或 e>1 时 ,他 也 用 片 何方 法 给 以 证 明 [94. 在 解析 几何 
发 明 以 前 的 圆锥 曲线 发 展 中 ,这 是 非常 重要 的 贡献 (中. 

4 数学 论 从 》 卷 7 了 还 有 一 个 著名 的 轨迹 问题 : 

由 一 点 向 3 或 4 条 定 直 线 作 垂 线 ( 可 看 为 作 线 段 ,使 夹 已 知 
A) BA 3 条 定 直线 ) 其 中 两 条 垂 线 之 积 与 第 三 条 垂 线 的 平方 
RER EA 4 条 定 直线 ) 其 中 两 垂 线 之 积 与 另 两 垂 线 之 积 
定 比 ; 求 该 点 轨迹 0'. 

最 初 , 帕 普 斯 求 得 这 一 轨迹 是 圆锥 曲线 ,然后 考 虚 到 6 条 定 
直线 时 ,认为 是 一 曲线 ;多 于 6 条 时 , 便 含糊 其 词 了 ;他 可 能 想 推 
出 这 问题 的 一 切 情 形 , 但 是 没有 完成 . 这 问题 踊 可 推广 到 n 条 
定 直线 .也 可 把 数 . 形 结合 在 一 起 ,因此 引起 后 人 的 兴趣 ,研究 者 
银 多 ,例如 法 国 数学 家 费 尔 马 (Fermat，1601 一 1665)、 笛 卡 儿 
(Descarles ,1596 一 1650} 等 人 都 研究 过 ， 

(三) 圆锥 曲线 在 中 古 时 期 的 研究 情况 
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中 古 时 期 ,希腊 文化 渐 有 训 退 之 势 , 文 北 中 心 渐渐 移 到 印 
E .阿拉伯 等 地 .就 数学 来 说 ,也 有 这 种 趋势. 印度 在 代数 .三 角 
方面 有 很 多 进展 ,但 很 少 发 现 印 度 关 于 探讨 圆锥 曲线 方面 的 资 
quU, 

9 pit z 2g) ,伊斯兰 教学 者 将 希腊 一 些 著作 译 为 阿拉 伯 文 
后 ,希腊 文化 以 及 对 圆锥 曲线 的 论著 便 源 源 输入 阿拉 人 ,有 些 学 
者 研究 了 圆锥 曲线 与 物理 学 中 某 些 关系 .也 有 些 学 者 研究 用 双 
曲线 xy = c? 及 抛物 线 y?= ex + as a t ar2=c3i 和 用 双 曲 线 
x(b xz y)z bc [B v^ -xxkaMc- 3M x^ sax? bix = bc 
的 方法 . 

11,12 世纪 ,希腊 文化 经 阿拉 伯 传 入 欧洲 ,在 欧洲, 由 于 缩 
写 符 号 及 运算 符号 的 发 展 ,代数 学 也 有 了 一 定 的 进展 ;很 多 人 都 
用 圆锥 曲线 图 解 三 次 方程 .这 种 解法 大 约 延 续 了 三 .中 百年 之 
A. 

基 特 尔 狄 ( Ghetaldi, 1566—1627) ER AFA Moe E B 
(Viéte, 1540—1603) 851 ] t ,他 一 面 搜集 阿波 罗 尼 的 著作 ,一 面 
继续 韦 达 的 研究 ;于 1630 年 出 版 了 《混合 数学 的 解 》, 这 是 当时 
第 一 部 较 完 整 的 代数 几何 学 . 

由 于 韦 达 的 教导 , 基 特 尔 狄 常用 代数 方法 研究 几何 问题 ; 例 
如 在 他 的 遗 著 中 曾 由 “已 知 三 角形 的 底 ,两 采 之 差 等 于 底 边 一 
AE , 求 作 三 角形 "得 到 一 个 恒等式 ,认为 这 种 三 角形 有 无 限 多 个 ; 
但 是 没有 注意 到 第 三 项 点 的 轨迹 是 双 曲 线 [61. 

B 5,6 世纪 以 来 ,由 于 科学 .技术 特别 是 天 文学 的 需要 .有 
关 计算 的 科学 得 到 重视 ;字母 符号 及 运算 符号 也 相应 地 发 展 起 
来 ,在 算术 .代数 及 三 角 方 面 显 示 出 巨大 的 成 就 . 又 因 代数 的 发 
Fe, ANIAR 350 JE. x 看 为 线段 的 长 ,x? 看 为 面积 ,x? 看 为 
体积 ,因而 在 几何 学 尤其 是 圆锥 曲线 方面 ,除了 把 希腊 的 成 果 译 
成 代数 语言 传 到 后 世 外 , 又 促进 了 代数 几何 学 的 发 生 和 发 展 .这 
就 给 解析 几何 的 产生 准备 了 条 件 ， 
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(Uu) 圆锥 曲线 研究 在 近代 的 进展 

近代 之 初 ,由 于 生产 的 发 展 以 及 各 种 自然 科学 如 天 文学 . 力 
学 EFOR, EH T RFR. 

德国 天文 学 家 并 普 勒 (Kepler，1571 一 1630) 于 1609 年 发 现 
天 体 运 行 轨道 是 椭圆 ,也 发 现 圆锥 曲线 的 焦点 及 离心 它 , 并 指出 
抛物 线 还 有 一 个 在 无 限 远 人 处 兰 不 见 的 焦点 .他 还 推测 平面 截 贺 
锥 于 无 限 放 时 , 双 曲 线 可 变 为 抛物 线 ,无 有限 大 的 椭圆 就 是 加 ,最 
锐 的 双 曲 线 将 退缩 成 一 对 直线 ,最 钝 的 双 曲 线 是 抛物 线 , 最 锐 的 
椭圆 是 抛物 钱 ,最 钝 的 椭 图 是 圆 , 并 于 1604 年 给 出 三 种 则 线 的 
一 般 拉线 作 图 法 .意大利 物理 学 家 伽利略 (Galileo, 1564 一 1642) 
由 执 迫 石子 推出 弹道 是 抛物 线 . HS Ea e dE E IR 日 {Mydorge， 
1585 一 1647) 发 展 了 圆锥 曲线 在 光学 中 的 应 用 . 

17 世纪 初期 ,解析 几何 随 着 费 尔 马 及 笛 卡 儿 的 著作 产生 
F. 

费 尔 马 是 法 国 著名 律师 ,很 喜爱 数学 , 对 古代 几何 尤 感 兴 
趣 . 笛 卡 儿 是 位 哲学 家 ;他 拉 两 人 采取 不 同方 向 继续 了 韦 达 的 工 
作 , 各 自 独 立地 发 明了 解析 几何 . 费 尔 马 用 万 达 的 符号 研究 了 罗 
迹 ; 笛 卡 儿 采取 韦 达 以 几何 图 解 代 数 方程 的 方针 时 出 了 他 的 名 
XUL fI. 

费 尔 马 的 《空间 与 平面 轨迹 入 门 》{1679) 比 第 卡 儿 的 《几何 
学 六 1637) 出 版 较 晚 ;后 人 多 芯 名 了 费 尔 马 对 解析 几何 的 贡献 ， 

《空间 与 平面 轨迹 入 门 》 大 部 分 论述 直线 .图 及 贺 锥 曲线 ,并 
使 用 了 只 卫 于 正 值 相当 于 坐标 的 图 示 ; 此 外 ,还 正确 地 叙述 了 解 
析 几 何 的 基本 原理 : 

“ 凡 含 有 两 个 未 知 数 的 方程 ,总 可 确定 一 个 轨迹 ,并 能 给 出 
一 条 直线 或 曲线 "04 

他 知道 一 次 方程 的 轨迹 是 直线 ,并 用 韦 达 的 符号 研究 二 次 
方程 ,指出 “4 in E aeq. z pl." CBI xy = 8 人) 是 双 曲 线 , 也 指出 
x? = dy, y? = dx, b+ x= dy 是 抛物 线 ,x?+ y+2dx + 2ry = 
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b? RE ,5 x? = ky? BER b? + x2 = ky^ 是 双 曲 线 . 还 考虑 了 
完全 二 次 方程 ,进一步 指出 di xy = br + sy 是 双 有 曲线 ;可 以 奢 
出 ,他 己 经 注意 到 坐标 的 平移 ,但 没有 把 这 种 变换 形成 公式 . 

SUR HS BEL ARE d EXC OS IN AE ORE LER ,也 看 为 平面 轨迹 ， 
又 看 为 二 次 方程 的 图 象 . 也 就 是 说 他 用 三 种 不 同 的 观点 给 圆锥 
曲线 建立 了 --- 套 杰出 的 理论 基础 . 

笛 卡 几 《 儿 和 何 学 ?是 附 在 他 的 哲学 著作 之 后 于 1637 年 出 版 
他 想 用 一 种 方法 能 解 一 切 几何 问题 , 便 把 韦 达 的 符号 加 以 扩充 ， 
认为 * 表示 线段 ,x?，x?，x4,… 表 示 线 段 的 方 富 ; 用 他 创造 的 
坐标 概念 把 方程 看 为 平面 曲线 ,再 以 曲线 图 解 代数 方程 .虽然 他 
称 之 为 4 几何 学 》, 由 内 容 上 看 ,并 不 是 解析 几何 ,实际 上 是 一 部 
几何 代数 学 ， 

向 卡 儿 《几何 学 》 共 3 卷 , 卷 1 讨论 直线 及 回 的 作 图 问题 ;他 
没有 采用 上 坐标 , 也 没有 用 两 轴 , 却 用 严密 的 文 闻 叙述 了 坐标 概 
念 . 卷 2 讨论 曲线 的 性 质 ,也 将 帕 普 斯 轨迹 问题 作 了 研究 . 卷 3 
是 论 图 解 问题 ,详细 地 讨论 了 三 次 以 上 方程 的 图 解 问题 (151. 

笛 卡 儿 # 几 何 学 ?出 版 后 ,了 解 者 不 多 ,流行 不 广 . 当时 法 国 
最 著名 的 数学 家 洛 拜 尔 下 (Roberal，1602 一 1675) 为 了 介绍 笛 
卡 儿 几何 学 》, 著 有 《 论 方程 的 知识 》, 这 书 的 宗旨 与 箔 卡 儿 的 差 
不 多 ,也 是 以 轨迹 图 解 方程 ， 

英国 数学 家 华里 司 ( Waiis，1616 一 1703) 在 “以 新 方法 论 图 
锥 曲线 "(1655) 一 文中 ,不 是 用 平 截 线 也 不 是 用 运动 概念 而 是 第 
一 个 用 方程 定义 圆锥 曲线 的 .例如 “ 当 平 面 图 形 具有 e? = ld - 


IC, d 为 由 硕 点 至 一 点 的 纵 、 模 坐标 ,1 为 通 径 , : 为 “直径” 


或 轴 ) 时 PORRO" | 也 用 下 列 方程 


2 
pl-M, hod + E 


(p, h FIJNER SORER E T AREIA. 
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在 1659—1661 年 , 笛 卡 儿 & 几 何 学 》 第 二 版 问世 , 书 末 附 有 
一 些 注解 文章 .第 一 篇 是 拜 瑞 (F. de Beaune，1601 一 1652) 的 ， 
他 逐 节 作 了 阐述 ,并 以 y=xy bx. y= -Idy + bx, y= Óx 
- x? 表示 双 曲 线 UO URGES; xy bx + cy = df 系数 讨 
论 了 17 种 情形 .其 次 是 舒 顿 (Schooten，1615 一 1660) 的 ,他 的 交 
章 中 有 一 次 .二 次 方程 的 研究 , 椎 进 了 坐标 平移 及 旋转 公式 以 及 
浙 近 线 方程 ;也 阅 论 了 图 解 方程 问题 .此 外 还 有 胡 虑 (Hudden 约 
1633 一 1704) 的 注解 文章 "1 等 .由 于 这 些 文章 的 注解 及 介绍 ,了 
解 者 淅 多, 币 卡 儿 几 何 学 》 才 广泛 地 流传 起 来 . 

18 世纪 ,牛顿 (Newton，1642 一 1727) 正 确 地 运用 了 负 坐 标 
及 横 纵 轴 ,从 此 改变 了 以 前 对 负 坐 标 概 念 不 清 及 使 用 单 -- 轴 的 
现象 . 在 他 所 著 《 光 学 》(1704) 中 , 推 证 了 圆锥 曲线 的 切线 问题 ， 
曲率 问题 以 及 在 光学 中 的 应 用 等 561. 

1705,1707 年 法 国 出 版 了 两 部 著作 ,一 为 居 西 尼 (N. Guis- 
nee ? —1718) 的 《代数 在 几何 中 的 应 用 》, 一 为 洛 比 达 
(L'"Hospital ，1661 一 1704) 的 《圆锥 旧 线 解析 论 》. 前 -一 书 似 是 第 
一 个 以 a, 5 表示 有 心 曲线 的 半 轴 ,第 一 次 使 用 直 交 坐标 系 .后 
一 书 对 一 般 二 次 方程 进行 了 讨论 , 曾 明 确 地 指出 , 若 yz 系数 为 
1,25 xy 系数 之 半 大 于 .等 于 .小 于 x 的 系数 时 ,分 别 是 三 种 圆 
锥 曲线 .此 外 , 洛 比 达 还 用 焦点 - 准 线 定 义 了 圆锥 曲线 ,并 给 出 
标准 方程 091， 

1748 年 出 版 了 英国 学 者 马克 劳 林 (Maciaurin，1698 一 
1746) ,意大利 女 数 学 家 瀑 尼 西 (M. Agnesi, 1718—1799) A 119 
堡 科 学院 院 士 欧 拉 (Euler，1707 一 1783) 等 人 的 著作 .由 于 这 些 
著作 给 圆锥 曲线 带 来 很 多 贡献 ,可 以 说 这 一 年 是 解析 几何 学 中 
上 最 光辉 的 一 年 ， 

网 拉 在 《分 析 引 论 》(1748) 中 ,建立 了 直 交 坐标 , 斜 交 坐标 及 
极 坐 标 概 念 ,给 出 坐标 的 变换 公式 及 转 辖 公式 , 欧 拉 对 圆锥 曲线 
的 论证 十 分 正确 ,他 由 一 般 二 次 方程 Ü-2a- px +ry+ óx? + exy 
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Oy! 着 手 ,系统 地 研究 了 各 种 情形 . 并 按 参 数 方程 及 极 方程 论 
述 了 圆锥 曲线 . 


另 一 方面 由 y = 2er - 04 07 e ya 


=a - V 呈 = 号 为 顶点 至 焦点 的 距离 ) 推 出 。= D od 


c 
zg zi“ 2d =¢ 时 ,qa = œ, b=, MWER y? = 2cx, 于 是 他 


认为 抛物 线 得 自 椭圆 [1. 

《分 析 引 论 》 不 但 对 圆锥 曲线 论述 得 十 分 完备 ,对 于 则 面 及 
一 般 曲 线 的 研究 也 很 全 面 . 正如 斯 特洛伊 克 (Struik ) 说 ;分 析 
引 论 ?是 解析 几何 学 的 第 一 部 课本 ”[20. 

18—19 世纪 ,由 于 生产 的 发 展 ,自然 科学 的 进步 , 阅 锥 曲线 
的 研究 也 成 为 人 迫切 需要 .在 这 一 时 期 中 出 版 了 很 多 教科 书 小 册 
子 , 各 种 杂志 也 常 发 表 有 关 圆 锥 曲线 的 论文 . 

法 国学 者 腊梅 (Lamé#，1795 一 1870) 有 两 个 贡献 ;用 一 个 字 
母 表示 整个 方程 ,如 =0，E' = 0. 并 认为 车 =0，E' =0 为 
同 次 轨迹 ,用 “倍数 ”把 它们 串联 起 来 mE + m'E' =0, 就 得 过 E 
=0,8' =0 交 点 的 曲线 [21. 虽然 这 两 个 贡献 不 大 ,由 于 这 种 写 
法 简捷 ,给 曲线 族 的 研究 带 来 极 大 方便 . 

1 世纪 中 时 ,由 于 创立 了 各 种 坐标 制 .又 把 圆锥 曲线 的 理 
论 推 前 一 步 . 

德国 数学 家 普 吕 克 {Plieker，1801 一 1868) 于 《空间 几何 》 
(1868—1869) — PF ,把 腊梅 的 “倍数 "mm m! 扩充 为 参数 ,并 指 
出 Ci+acz=0 为 辆 锥 曲线 族 ,于 1828 年 介绍 了 齐 次 坐标 ,发 
展 了 曲线 的 无 限 远 性 质 . 又 于 1831 E16 iE T B6 -R JLAS ER S 3r 3X 
坐标 的 关系 .也 提出 直线 坐标 ,平面 坐标 及 对 偶 理 论 !22]. 因此 使 
得 曲线 的 概念 解析 地 发 展 起 来 .他 又 借助 于 虚 坐 标 把 国 锥 曲线 
的 性 质 推广 起 来 ， 

19 世纪 末 叶 ,解析 几何 受到 分 析 学 及 各 种 科学 的 影响 , 它 
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的 内 容 发 展 得 十 分 丰富 ;就 以 圆锥 曲线 来 说 ,不 仅 在 理论 上 达到 
极 高 峰 , 友 实用 上 也 得 到 充分 的 利用 . 

(Xx) 圆锥 曲线 学 说 传 入 我 国 的 历史 

圆锥 曲线 学 说 在 明 末 有 随 着 天 文 历 算 第 一 次 输入 我 国 .¢ 测 量 
全 义 了 (1631) 08 R EHE? (G1631) (GE £r Br 185 (1632) , GRE £5 
说 》(1633) 里 都 介绍 了 圆锥 曲线 的 一 些 片断 知识 .因为 这 些 都 是 
历 算 书 籍 ,对 于 陨 锥 曲线 的 论说 既 不 详细 ,也 不 完备 ,译名 也 不 
统一 .如 椭圆 ,4 测量 全 义 》 称 为 桶 圆 形 ,《 恒 星 历 指 3》 称 为 椭圆 , 沁 
称 为 料 图 ;4 交 食 历 指 }》 则 称 为 长 圆 ,《 测 天 约 说 》 上 卷 测量 学 第 一 
题记 为 “长 图 形 考 ,一线 作 图 ,而 首 至 尾 之 径 大 于 腰 间 径 ; 亦 名 
ERAR , yog ELIT" 

REPETERA MEURA, CES D [PUE 6 9 ER 
£X. LOWE ZR) PRA : “或 问 此 形 从 何 生 ? RET: SUL — EUR 
柱 , 横 断 之 ,其 断 处 两 面 独 圆 形 . 若 断 处 稍 斜 ,其 两 面 必 稍 长 , 僵 
斜 愈 长 ;或 称 卵 形 , 亦 近似 , 然 煞 两 端 大 小 不 等 , 非 其 类 也 ”.《 交 
食 历 指 ? 郑 ?7 AR QUE 4 535 5 也 有 类 似 记 载 ,《 测 量 全 义 》 既 记 
PTRA ERAR, tieg BER EI E EE. 6n3$ 63: 
“ 截 贺 角 体 法 有 五 :从 其 轴 ,平分 直 截 之 ,所 截 两 面 为 三 角形 ,一 
也 . 异 截 之 ,与 次 平行 ,截面 为 平 图形 ,二 也 . 斜 截 之 ,与 边 平行 截 
面 为 圭 窦 形 (项 不 锐 , 近 底 之 两 腰 稍 平行 ) ,三 也 . 直 截 之 ,与 轴 平 
行 ,截面 为 陶 丘 形 ( 顶 曲 , 渐 下 渐 直 , 底 两 旁 为 锐角 ) ,四 也 . 无 平 
行 , 任 斜 截 之 ,截面 为 椭圆 形 ,五 也 ”( 图 3). 


图 各 -3 


WRR 13 年 (1674) 二 月 呈 进 了 南 怀 仁 (Ferdinard Verbiest, 
1623 一 1688) 的 《灵台 仪 象 志 》, 其 中 有 应 用 与 商定 点 距离 的 和 为 
一 常数 的 梢 圆 拉线 作 图 法 . 

《数理 精 蕴 }》(1723) 上 编 卷 3 及 下 编 卷 20 称 为 掺 圆 ,也 称 为 
鸭蛋 形 , 并 记载 了 娘 贺 面积 为 rabla, b 分 别 为 长 短 轴 之 半 ) ,但 
未 有 证 明 . 

由 于 天 文 历 算 需 要 ,由 明 安 图 等 人 于 乾隆 7 年 (1742) 编 成 
《 历 象 考 成 后 编 》, 其 中 载 有 构 圆 作 图 法 及 许多 性 质 ,并 证 明了 机 
圆 切 钱 定 理 及 其 面积 . 

清 中 叶 ,是 究 西 竺 者 略 有 增加 ,如 董 祝 诚 (1791 一 1823) 、 徐 
A E (1800— 1860) .项 名 达 (1789 一 1850) ,WERSL(1805—1860) 4 
对 椭圆 的 周 长 都 有 一 定 研究 ,其 中 最 著名 的 是 项 名 达 , 在 他 的 
《 椭 贺 求 周 术 }》(1848 年 写成 1875 年 出 版 ) 中 ,论证 了 椭 风 周 长 . 
《椭圆 求 周 术 4》 是 中 算 家 在 圆锥 曲线 方面 第 一 部 独立 的 著作 . 虽 
是 用 初等 数学 方法 求 得 椭 加 周 长 ,但 与 近 民 算式 相符 全 [31, 

项 名 达 之 后 , P EXE = (1811—1882) 5i f PLE 7j 
(Alexender Wylie, 1815—1887) EE? Æt (Loomis, 1811—1899) 
(RREA 1859)18 3$ . [8] nE (1866) X. 55 3E £935 (Joseph 
Edkin，1825 一 1727) 译 《圆锥 曲线 说 ?3 38 . fi 97 35 ORE TE Pe 93 
卷 . 用 几何 方法 论证 了 椭圆 的 一 些 性 质 . 

清末 华 某 芳 (1833 一 1902) 与 付 兰 雅 (]. Fryer，1839 一 ?) 译 
华里 司 《 代 数 术 》(1873)25 卷 ,其 中 卷 23“ 方 程 界线 ”介绍 了 圆锥 
曲线 的 一 些 概 念 各 性质. 

光绪 16 年 (1890) 江 衡 与 付 兰 雅 译 哈 司 专 《 算 式 集权 》4 卷 ， 
书 中 记载 了 图 锥 曲线 的 一 些 计 算 公 式 . 

这 就 是 第 二 次 输入 我 国 圆锥 曲线 的 情形 .这 些 书籍 都 简 厂 
地 介绍 了 抛物 线 ,椭圆 、 双 曲线 的 性 质 . 除 《 代 微 积 抬 级 } 及 * 代 数 
术 》 以 外 ,其 他 各 书 都 是 用 综合 几何 的 语气 叙述 的 . 

明 清 时 期 ,虽然 输入 我 国 一 些 贺 锥 曲线 知识 ,因为 流传 不 
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广 ,所 以 解析 几何 及 圆锥 曲线 学 说 的 研究 在 我 国 发 展 得 比较 退 
缓 .清末 上 废 科举 立 学 得 ,解析 几何 列 为 学 校 必修 科目 后 ,圆锥 曲 
线 研 究 在 我 国 才 较 广 泛 地 流传 开 来 . 
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引 


(译名 后 的 数码 为 原 书页 码 ) 

À D 
Adams's property 亚当 斯 性 质 16， diameter 直径 20,62,108 
57,97 director circle W 52. 145 
abscissa WERI 3 directis MS 1,33,74 
auxiliary circle ”辅助 回 38 double ordinates WAMI 7 
axial plane $ 121, 126 E 
ais d$ 1, 121, 126 eccentricity HOE 33,74 
aris of a parabola 抛物线 的 轴 3 elipse 4 33 


B 
baseline ”基线 26 
了 rianchon's theorem — 7i AEAEE 
207 
C 
centre of the ellipse WERP 36 
centre of the hyperbola — XV M £ (ifj P-t 
79 
cone WEE] 126 
conjugate diameters WEE 66, 
109 
conjugate hyperbola — Jis xxdi£k 102 
eomesponding chords — XjhysE 38 
comesponding points ”对 应 点 38 
cylinder Hi 121 
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equi-conjugale diameters — 4 Jt dE Br dé 
166 
equilateral hyperbola ”等 轴 双 曲 8] 
extremities of a clameler 直径 的 端点 
110 
F 
local distance Fi 3 
focal chords RAZ 7 
focal sphere — f&3R.— 121,126 
焦点 1.33.74 
H 
hyperbola WAHR 74 
L 
latus rectum — ]EfESÉ 66,46,88 
length d the diameter — H £2 B5 i5 mw 


focus 


108 


M 
major axis $h 36 
mino axis HEA 36 

N 
normal 法 经 142 

Oo 
ordinate WRH 3 
ordinales to the diameter — RAIE 
21,62,108 

P 
parabola ”抛物 线 1 
Pascal's theorem 巴 期 加 定理 207 
plane of projection HHE 26 
projection of a line ” 线 的 射影 26 
projection of an ama 区域 的 射影 26 
projection of ihe point 点 的 射影 26 


HARHA 8 
Suri g 
IEPÜSEQI 126 
EEH 121 


rectangular hyperbola 
rectilinear asymptote 
righi circular cone 
right circular cylinder 
S 

Stck 79 
次 法 线 104 
次 切线 13 
ETME 68.110 
symmetrical with respect to a straight Jine 

关于 一 条 直线 对 称 | 

T 


semi-conjugate axis 
subno rmal 
subtangent 
supplemental chords 


Ul 8 
机 轴 79 
V 
1,126 | 
抛物 线 的 顶点 3 


tangent 
iraneverse axis 


顶点 
vertex of a parabola 


verlex 
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